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PROLOGO

En la Trigonometria Plana y esférica de
Granville que ofrecemos al lector de habla caste-
llana, los autores han seguido los lineamientos que
han hecho populares los libros de Granville entre
profesores y estudiantes, a saber, simplicidad,
claridad de exposicion, abundancia de ejercicios
desarrollados en el texto y gran variedad de pro-
blemas de aplicacion a los diversos campos de la
ciencia. Se ha dado mds importancia al estudio de
las funciones trigonométricas como tales que a las
razones deducidas de un tridngulo rectdngulo,
presentando este aspecto funcional de manera
clara y sencilla, pensando en las aplicaciones de
la Trigonometria a estudios superiores.

En los ejercicios y problemas se presentan
ejemplos a resolver con y sin logaritmos, y con
dngulos en grados y minutos, unas veces, y otras,
en grados y fraccion decimal de grado, sirviendo
las tablas para ambos tipos de problemas.

Los capitulos dedicados al estudio de las
identidades y ecuaciones trigonométricas creemos
serdn de gran interés y utllidad para estudios
posteriores de Matematicas.

Los editores.
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CAPITULO PRIMERO
LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

1. Trigonometria. En Trigonometria nos interesa el estu-
dio de ciertas magnitudes llamadas funciones trigonométricas.
El objeto de este capitulo es definir estas funciones y hacer
algunas aplicaciones elementales de ellas.

2. Variables y constantes. Las magnitudes que intervie-
nen en un problema son variables o constantes. Vamos a
precisar la diferencia entre estos dos términos. Una variable
es un simbolo al cual se le pueden asignar en un problema
diversos valores. Las variables se designan generalmente por
lag dltimas letras del alfabeto, como , ¥, 2.

Una constante es una cantidad cuyo valor permanece inva-
riable en un problema Se clasifican en constantes numéricas o
absolutas, que son las que conservan los mismos valores en
todos los problemas, como 2, 5, V' 7, 7, etc , y en constantes
arbitrarias, que son aquellas cuyos valores son arbitrarios,
pero fijos, para cada problema en particular. Estas se desig-
nan generalmente por las primeras letras del alfabeto, como

1, b, ¢, ete.

3. TFunciones. Funcion de una variable es una magnitud
cuyo valor queda siempre determinado cuando se le da un
valor apropiado a la variable. El drea de un cuadrado es una,
funcién de la longitud del lado, y el volumen de una esfera
es una funcién de su didmetro. Andlogamente, el trinomio

Granville. Trigonomotria. — 1.
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z°—72—6 es una funcién de * porque su valor queda deter-
minado cuando se le da un valor a z, En las funciones
trigonométricas la variable es la medida de un dngulo, y los
valores de estas funciones quedan siempre determinados
cuando se da la medida del dngulo. Por el momento, vamos
a considerar que la medida de los dngulos se expresa en
grados. Posteriormente consideraremos un segundo método
para medir los dngulos,

4. Funciones trigonométricas de un angulo agudo. Supo-
nemos al lector familiarizado con la nocién del angulo formado
por dos rectas como se estudia en Geometria plana elemental.

on En eate articulo nos limitaremos a la
consideracion de angulos agudos.

B Sea KAD un dngulo menor de
90°, es decir, un dngulo agudo.
¢ Desde B, que es un punto cualquie-
@ ra de uno de los lados del dngulo,

tracemos una perpendicular al otro
3 C E lado, formando asi el tridngulo rec-
Fig. 1 — tangulo ABC. Designemos por las
letras mayisculas 4, B, €' las medi-
das de los iingulos y por las letras mindseculas a, b, ¢ las
longitudes de los lados opuestos correspondientes en el trign-
gulo rectingulo.™ Sabemos, por Geometria, que los lados y
dngulos de este triingulo son mutuamente dependientes,
La Trigonometria comienza por ensefiar la naturaleza exacta
de esta dependencia, y pasa este objeto emplea las razones de
los lados. Estas razones se llaman funciones trigonométricas.
Las seis funeiones trigonométriecas de eualquier dngulo agudo,
como A, se designan coimo sigue:

*  De no especilicarse otra cosa, la hipotenuga de un tridngulo ree-
tingulo serd designada siempre por ¢ y el dngulo recto por C,
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sen A, que se lee ‘“‘seno de A’';

cos A, que se lee ‘“‘coseno de A”’;

tg A, queselee “‘tangente de 4”;
csc A, que se lee ‘‘cosecante de A”';
sec A, que se lee “secante de A'’;
ctg A, que se lee “‘cotangente de 4.

Estas funciones (o razones) trigonométricas se definen como
sigue (véase la figura 1):

lado opuesto  / a ')

ko seuid = hipotenusa (— ¢ ) ’
lado adyacente { b
L hipotenusa (_ ¢ )’

lado opuesto
(3) tg 4 lado adyacente

[
o|a
p —

____hipotenusa g
(4) csc A= lado opuesto (— ¢ ) ’
, ___ hipotenusa ¢
(5) sec A= lado adyacente ( )

b
_ lado adyacente i
(6) ctg A= lado opuesto ( a)

X1 hecho esencial de que el valor numérico de cualquicra
de estas funciones dependa solamente de la magnitud del
dngulo A, es decir, que es independiente del punto B desde
el cual se traza la perpendicular al otro lado, se establece
facilmente,

En efecto: sea B’ (fig. 2) otro punto cualquiera de D),
y B un punto cualquiera de 4 E. Tracemos las perpendicu-
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lares B'C’ y B"C" a AE y AD, respectivamente. Los tres
tridngulos ABC, AB'C' y AB”C" tienen sus dngulos iguales,
ya que son rectdngulos y tienen un dngulo comtun, A. Por lo
tanto, son semejantes, y tenemos

BC B’C’ B"C”

AB~ AB' T Ap"’

Y como cada una de estas razones define el seno de 4, queda
demostrado que el valor de la funcién no-depende del trian-
» gulo elegido. De la misma mane-
B/ ra se demuestra para cada una de

las otras funciones.

El lector, en cambio, debe ob-
gervar que cada una de las seis
razones trigononiétricas cambian
de valor al variar el angulo A.

Fstas funciones (o razones) son
4 5 ¢ ¢ £ de importancia fundamental en

Fig. 2 el estudio de la Trigonometria.

En suma, no se puede hacer nin-

giin progreso en este estudio sin un completo conocimiento de

las seis definiciones anteriores. Estas son ficiles de apren-

derse de memoria, observando que las tres primeras son reci-
procas, respectivamente, de las tres iltimas. En efecto:

sen ‘—E_—-L_.__l__. c8 A.__S__‘l__ 1 2
AN € ) e v “Fa T aSheen A
a c
T W™ s S NS O A, - Kol B
' s c _(_7__ gec A’ SRY NS b oy cos A’
b %
a 1 1 b 1 1
tg A=y =—7—=-———: g d=—=—=
; b b etg A’ v R a tgd’
a b
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Apliquemos las definiciones (1) a (6) inclusive, al dangulo
agudo B de la figura 1. En este caso, el lado opuesto es igual
a AC=Db, y el lado adyacente= BC=a. Por tanto,

b c
sen]>=—c—; CSCB=T;

a ¢
cosl>’=-;; see B=a;
o . B i .
g )—a’ (‘-tg =bo

Comparando estas funciones con las del dangulo A, ve-
mos que
sen A = cos I ; cse A = sec B;

cse D

cos A =sen D: sec A

tg A=ctg I; etg A =tg B.

Como A+ B=900° (es decir, A v B son complementarios),
los resultados anteriores pueden enuneiarse eomo sigue:

Teorema. [ na funcitn trigonométrica de un angulo agudo
es igual a la cofuncion* de su angulo complementario.

El enunciado del teorema expresa las siguientes igual-

dades: v
sen A = cos (90°—.1); csc A4 = sec (90°—A);

cos A = sen (90°—=A); sec A = esc (90°—A4):
tg A =ctg (90°—4); ctgd=tg (907—.1).

Esercicio 1. Caleular las funciones trigonomdétricas del dngulo A en
el trifingulo rectangulo enyos catetos son a=3, b=4.

* El seno y el coseno se llaman eofunciones una de la otra. Simi-
larmente la tangente y la cotangente, y la secante y la cosecante, son
cofunciones,
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Solucibn, c=vV a2+b2=v9+16=+/25=35.

Aplicando las definiciones (1) & (6) inclusive del Artfculo 4, ten-
dremos:

B A= _:i o cse A = _§. .
gen . % 7
4 5
A.i = ; ‘4 = o ;
oéb = CO8 5 sec Z
U}
3
3 4
‘.‘ = — > ct 4.‘ = -
€4 1’ 4 3
A C . » 4
b=4 Héllense también todas las funciones
Fig. 3 del &ngulo B, y compdrense los resultados

Esercicio 2. Caleunlar las funciones trigonométricas del 4ngulo B en
el tridngulo rectdngulo en que a=3, c=4.

Solveibn., b= \/ 2—n2=14/16—9= \/TZ

B —
VT_066; csc B= =471 51;

sen B= X "= -
3 e 4 ¥
» cos B=".=075; sec B= =133,
’ ] 4 ] ’ 3
¢ - B
tg B=VY7-088; ctg B= 33V 44
3 V7 7
A C . 3
h=v7 Héllense también todas las funciones del 4n-
Fig. 4 gulo A, y compdrense los resultados,

Esercicro 3. Caleular las funciones trigonométricas del dnguls 4 en
el tridngulo rectdngulo en que a=2mn, b=m?—n?,

B Soliveion.

— - e

e=v al+b?

o~

E =vV am2n2+m*—2m2n24nt

N

é', =1 mi+2mn24nt
=m24n2.

¥ 2mn m2—n?

sen A =

m24n2’ T midn?’
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2 2 2.1
cscA=m+n 2 gecA-Z'.'j..'.";
2mn m?—nt
2 ni
tg A= 2mn ; ctgA==m n :
m2—n? 2mn

Esercicio 4. En un tridngulo reetdngulo sabemos que
sen A = —;- vy a=280;
hallar e,

Solueion. De (1), del Articulo 4, tenemos:

a
gen A = — .,

c

Sustituyendo los valores dados de sen 4 y a, resulta

1.9,
5 ¢’
y despejando ¢, resulta: ¢ = 100.

5. Funciones de 45°, 30° y 60°. Kstos dngulos se pre-
sentan muy frecuentemente en los problemas que se resuelven
usualmente por métodos trigonométri-
cos. Es importante, en consecuencia,
hallar los valores de las funciones
trigonométricas de estos dngulos y
aprenderse los resultados de memoria.

a. Funciones del dngulo de 45°. Con-
sideremos (fig. 6) un tridngulo rectin-
gulo isdsceles, como 4 BC. Entonces

b=1
Fig. 6

angulo A=sdngulo B=45°,

Como se puede tomar un tridingulo cualquiera con tal que
satisfaga la condicion de ser rectdangulo e isdsceles, podemos
asignar a los catetos la longitud que queramos.

Kscojamos, como mads gencillo, la unidad para las longitu-
des de los eatetos, es decir, sean a=1 y b=1,
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Entonces, ¢=v a*+b* =+ 2, y obtenemos

sen 45°=-\-/L_2—=%2-; esc 45° =V 2:
=

cos 45° = \—/-1——5 = l/‘é:-; sec 45° = v/ 2;

tg 45° = 1: ctg 45° = 1.

b. Funciones de los dngulos de 30° y 60°. Dibujemos (fig. 7)
un triangulo equildtero, como
ABD Bajemos la perpendicu-
lar BC de B a AD, y considere-
mos el triangulo ABC, en que

dangulo A =60°
y  angulo ABC=30°.

Si tomamos el lado mas pe-
queino como unidad, es decir,
Fig. 7 si b=1, tendremos:

c=AB=AD=92 A(C=2 h=2 y a= \,/C?——b2 = \/4—1 = \/—3.

Por lo tanto,

‘ ,’-.}./_—'3" 0____2__&.
sen 60" 5 cse 60 ey R ir ot
008'609-'--%-'; sec 60° = 2;
tg 60°= '3 ctg 60° = 17=\/,3.
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Andlogamente, del mismo triangulo,

sen 30° = —;— - cse 30° = 2;
V'3 2 2v3
-, A ) - T 5, .
cos 30" = 5 gsec 30" = 73 3
| R -
tg 30°=—= = . ctg 30° = 3.
® V8 B it
Eseribiendo estos resultados en forma de tabla,* tenemos
Angulo sen CO8 tg ctg sec cse
sl 1 V3l VB e
30 5 5 3 v 3 2 2
‘) O $ = [y—
45° —‘%—‘ 1/2—? 1 1 V2 | V2
V'3 1 =1 /3 2v/ 3
o | M o X ool
60 ) 9 V'3 3 2 3

El lector debe familiarizarse con las relaciones entre los
elementos de los tridngulos rectdngulos que contengan angu-
los de 45°, 30° y 60°. De esta manera, puede entonces obte-
ner los valores de las funciones directamente de una imagen
mental de estos triangulos rectingulos

* Para ayudar a la memoria observemos que los niimeros de In pri-
mera columna (o de los senos) son, respectivamente, V. 1y M 25 L8,
divididos cada uno por 2.

La sezunda columna (o de los cosenos) se forma invirtiendo el orden
en la primera columna.,

La tercera columna (o de las tangentes) se forma dividiendo los
niimeros de la primera columna por los mimeros respectivos de la
sepunda colnmna.
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Esercicro.  Dado un' tridngulo rectingulo en que 4=60°, a=100;
hallar e,

Solucion. Como conocemos A (y por tanto, cualquier funcién de A),

¥y In cosecante de A se da en funcién de a, que
B es conocida, y de ¢, que es lo que buscamos,
podemos hallar ¢ usando la férmula (4) dada en

el Artfculo 4,
0

CsC A = —
a

Sustituyendo

a=100 y csc 4 = csc 60° = ‘3_‘343:
de la tabla anterior, tenemos

c=2£0§‘_{_§=115,5,

Fig. 8

Siguiendo el miemo método empleado para calcular ¢, demuéstrese
que b=57,7. ;Cudl es el valor de B?

PROBLEMAS

Los siguientes problemas se refieren solamente a tridngulos rectén-
gulos. Las soluciones se dan en el orden: seno, coseno, tangente.

Hallar las funciones trigonométricas del 4ngulo A4, sabiendo que

a=8, b=15.
Solucibn, sen A=3{;, cos A=1%,, tg A=8%{; etec.
2. Hallar las funciones del 4ngulo B, sabiendo que b=5, c¢= 13.
3. Hallar las funciones del 4ngulo B, sabiendo que a=0,6, b=08.
Solucion. sen B=0,8; cos B=0,6; tg B=1,3, ete.
4. Hallar las funciones del 4ngulo 4, sabiendo que b=2, ¢=4/11.
5. Hallar las funciones del 4ngulo B, sabiendo que a=5, c=7.
Solucion., ﬂ ) ] } MP , ete,
7 7 5
8. Hallar las funciones del 4ngulo A, sabiendo que a=p, b=q.
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7. Hallar las funciones del Angulo .4, sabiendo que
a=\/ m?2+mn, c=m-+n.

. 2 ' )2 —
Soluecion. Vim +"m, V mntn > 1 v/ mn, ete.
m+n m-n n

8. Dados sen 4=3{, ¢=200,5; hallar a.
9. Dados cos 4=0,44, ¢=30,5; hallar b.

Solweion. 13,42,
10. Dados tg A=115 b=27{,; hallar e

Il. Dados tg B=k, a=r; hallar c.
Solweidn. r\/k2+l.

12. Si b=2a, héllense las funciones de A. ;Por qué no aparecen
en ellas ni a ni b?

I13. La hipotenusa de un tridngulo rectdngulo es igual a tres veces
la longitud de uno de sus catetos. Hallar las funciones del 4ngulo
opuesto a este cateto. ;Por qué en las soluciones no entra la longitud
de este cateto?

Solucion, -.1;, 2\,{5, \12, etc.

14. 8i un cateto de un tridngulo rectdngulo es 16 y la cotangente
del 4ngulo opuesto es 33, calcular la longitud del otro cateto.

I16. Dados 4 =30° a=25; hallar ¢, B y b.
Solucibn. ¢=50, B=60°, b=25+/3.

16. Dados B=30° c¢=48; calcular b, 4 y a.
17. Dados B=45° b=20; hallar ¢, 4 y a.
Solucion. ¢=20V2, 4=45°, a=20,

18. ;Cudles son los 4ngulos agudos de un tridngulo rectdngulo, si un
cateto es v/ 3 veces la longitud del otro?

19. En un tridngulo rectdngulo la longitud de la hipotenusa es V2
veces la longitud de uno de los catetos. jCudles son los angulos agudos

del tridngulo?
Solucibn. 45°, 45°.
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20. Si sec B=2V'3 y =480, calcular B A, 4y D

2l. Hallar el valor de sen? A+4-cos? A, para 4=30° 45° 60°.
Solueitm. 1.

22. Demostrar que cos 60°=2 cos? 30°—1.

sec 60° )
(sec 60°+41) esc 60°

23. Demostrar que tg 30° =

24. Expresar cada una de las signientes funciones como una funcién
del 4ngulo complementario:

a. tg 30° d. sen 33°33/.
b. cos20°. e. csc 72°17 4.
c. sec 81°,

25. Demostrar que

a) sen 32°—cos 58°=0,

b) csc 12°4sec 78°=2 csc 12°=2 sec 78°.

26. Hallar los 4ngulos agudos, 4 y B, de un trifngulo rectdngulo
8l sen 24 =cos 34.

27. ;Para qué fingulo agudo z es tg (30°—z) = ctg (30°+-3z)?
\ Solueion.  15°.

6. Construccién de figuras; el transportador. Al comenzar.
el estudio de la Trigonometria es importante que el lector di-
buje las figuras relacionadas con los problemas con la mayor
exactitud posible. Esto no solamente conduce a una com pren-
8ion mejor de los problemas mismos, sino que también forma
un concepto mas claro del significado de las funciones trigo-
nométricas y permite comprobar, de una manera aproximada,
la exactitud de los resultados obtenidos. Para esto se necesitan
solamente dos instrumentos que son una regla graduada y
un transportador, instrumentos ampliamente conocidos del
lector.
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7. Tabla de valores de las funciones trigonométricas. kKn
el Articulo 5 se calcularon las funciones trigonométricas
de 30°, 45° y 60°. En tratados mds avanzados se describe el
método para calcular las funciones de cualquier dngulo
agudo.

M:is adelante explicaremos el uso de la tabla de la pdgina
14 en la que figuran los valores de las funciones trigonomé-
tricas para cada grado desde 0° hasta 90° inclusive, con
cuatro (o cinco) cifras exactas. Kstos valores se llaman valores
naturales de las funciones trigonométricas en contraposicién a
sus logaritmos.

Para busecar la funcién de un dngulo comprendido entre 0°
y 45° inclusive, buscamos el dngulo en la primera columna
de la izquierda. EI valor buscado de la funcion se encontrara
sobre la misma linea horizontal-que el dngulo, y en la columna
vertical encabezada por el nombre de la funcidén., Asi

sen 15° = 0,2588,
ctg 41° = 1,1504, ete.

Andlogamente, para hallar la funcién de un dngulo com-
prendido entre 45° y 90°, buscamos el angulo en la primera
columna de la derecha. El valor buscado de la funcién se
encontrard sobre la misma linea horizontal que el dngulo,
como en el caso anterior, pero en la columna vertical que
tiene el nombre de la funcién en su parte inferior. Asi,

cos 64° = 00,4384,
sec 85° = 11,474, ete.

PROBLEMAS

Usanﬁo la tabla A de la pigina 14, hallar los valores de las siguien-
tes funciones:

I. sen 28°.  Solucion. 0,4695. 2. tg 42°

3. cos 67° Solucion 0,3907. 4. ctg8l1°
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. Tabla A. Valores naturales de las funciones trigonométricas
Angulo sen cos tg ctg sec csC
0° 0,0000 1,0000 | 0,0000 ® 1,0000 @ 90°
1° 0,0175 0,9968 0,0175 57,290 1,0002 57,209 89°
20 | 00340 | 09904 | 00349 | 28,636 1,0006 | 28,654 88°
3° | 00523 | 09086 | 00524 | 19081 1,0014 19,107 87°
4° 0,0698 0,0976 0,0609 14,301 1,0024 14,336 86°
5© 0,0872 0,9962 0,0875 11,430 1,0038 11,474 85°
6° 0,1045 0,9945 10,1051 09,5144 1,0055 9,5608 84°
7° 0,1219 0,9925 0,1228 8,1443 1,0075 8,2055 83°
NO 0,1392 0,9903 0,1405 7,1154 1,0008 7,1853 820
9° 0,1564 0,9877 0,1584 6,3138 1,0125 6,3925 81°
10° 0,1736 0,9848 0,1763 5,6713 1,015¢ 5,7588 80°
11° 0,1908 0,9816 0,1944 5,1446 1,0187 5,2408 79°
120 | 02079 | 09781 | 02126 4,7046 1,0223 4,807 | 78°
13° 0,2250 0,9744 0,2309 43315 1,0263 4,4454 77°
14° 0,2419 0,9703 0,2493 4,0108 1,0306 4,1336 76°
15° | 02588 | (9650 | 02679 | 3.7321 1,0353 38637 | 786°
16° | 02750 | 09013 | 0,287 3 4874 1,0403 3,6280 | 740
170 | 0,204 | 0,0663 | 03057 3,2700 1,0457 34208 | 730
IKR© 0,080 00511 0,3249 3,0777 1,0515 3,2361 729
19° | 03256 | 094556 | 0,3443 2,9042 1,0576 30716 | 71°
20° 0,3420 0,9397 0,3640 2,7475 1,0642 2,9238 70°
21° 0,3584 0,9336 0,3839 2,6051 1,0711 2,7904 60°
22° 0,3746 0,9272 0,4040 2,4751 1,0785 2,6695 68°
23° 0,3907 0,9205 0,4245 2,3559 1,0864 2,5593 67°
24° 0,4067 0,9135 0,4452 2,2460 1,0946 2,4586 66°
256° 0,4226 0,9063 0,4663 2,1445 1,1034 2,3662 65°
26° 0,4384 0,8988 0,4877 2,0503 1,126 2,2812 64°
27° 0,4540 0,8910 0,5005 1,9626 1,1223 2,2027 63°
28° 0,4695 0,8829 0,5317 1,8807 1,1326 2,1301 62°
29°© 0,4848 0,8746 0,55643 1,8040 1,1434 2,0627 81°
30° 0,5000 0,8660 0,5774 1,7321 1,1547 2,0000 60°
31°© 0,5150 0,8572 0,6009 1,6643 1,1666 19416 59°
320 0,5200 | 08480 | 0,6249 1,6003 1,1792 1,8871 580
330 0,5446 0,8387 0,6494 1,5399 1,1924 1,8361 57°
34° 0,5592 0,8290 0,6745 1,4826 1,2062 1,7883 56°
35° 0,5736 0,8192 0,7 1,4281 1,2208 1,7434 55°
36° 0,5878 0,8000 0,7265 1,3764 1,2361 1,7013 540
37° 0,6018 0,7986 0,7536 1,3270 1,2521 1,6616 53°
38° | 06157 | 0,788 | 07813 1.2799 1,2690 1,6243 0
39° 0,6293 0,7771 0,8008 1,2349 1,2868 1,5800 51°
40° 0,6428 0,7660 0,8391 1,1918 1,3054 1,5557 50°
41° 0,6561 0,7547 0,8693 1,1504 1,3250 1,524
420 0,6691 0,7431 0,9004 1,1106 1,3456 1,4945 x
43° 0,6820 0,7314 0,9325 1,0724 1,3673 1,4663 47°
44° 0,6047 0,7193 0,9657 1,0855 1,3902 1,4396 46°
45° 0,7071 0,7071 1,0000 1,0000 1,4142 14142 | 45°
cos sen ctg tg csc see Angulo
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5. sec 3° Solucion. 1,0014, 6. tg 73°,
7. csc 46°. Solucion. 1,3902. 8. cos 46°.

9. Por observacion de la tabla A, verificar el teorema del Articu-
lo 4, sobre las cofunciones.

10. La hipotenusa de un tridngulo rectingulo es mayor que cual-
quiera de sus catetos. Tomando en cuenta este hecho en la definicion
de las funciones trigonométricas, digase cuéles funciones son siempre
menores que 1. ;Cudles funciones son giempre mayores que 1? ;Cué-
les funciones pueden ser ya sea menores que 1 6 mayores que 1?7 Com-
probar las respuestas observando la tabla A.

Il. Porobservacion de la tabla A, decir cudles son las funciones que
aumentan en valor a medida que el 4ngulo crece de 0° a 90°. ;Cudles
funciones decrecen?

12. Construir con un transportador los siguientes dngulos: 10°; 60°;
90°; 35°; 57°; 135°; 111°; 162°.

13. Dibujar un tridngulo y medir con un transportador sus tres
dngulos. Comprobar las medidas obtenidas sumando los dngulos.

14. Expresar en forma decimal, con cuntro cifras, los valores de
las funciones de 30°, 45° y 60°, y comprobar log resultados con ln

tabla A.

15. Construir con un transportador un tridngulo rectdngulo en el

cual el 4ngulo .41=33°y b=3,5 cm. Medir « y calcular el valor de %

aproximado hasta las décimas. Comprobar el resultado obtenido con
¢l dado en la tabla A.

8. Generacion de angulos. Después del estudio prece-
dente de las funciones trigonométricas de un dangulo agudo,
procedamos a estudiar las funciones trigonométricas de un
angulo cualquiera.

LLa nocion de dngulo, como se presenta usualmente en Geo-
metria elemental, no es suficiente para los usos de la Trigo-
nometria, en la que tendremos que tratar con dngulos positi-
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vos y negativos de cualquier magnitud. Un nuevo concepto
de angulo puede formarse como sigue:

Un angulo puede considerarse como engendrado por una recta
que coincide primero con wno de los lados del Gngulo, gira despues
en torno del vértice, y finalmente coincide con el otro lado.

0 Lodo inicial

Fig. 9

Esta recta se llama recta generatrie del angulo. En su pri-
mera posicion se dice que coincide con el lado inicial del
angulo, y en su posicion final con el lado terminal o lado final
del dangulo.

Asi, el dangulo AOB (fig. 9) estd engendrado por la recta
OP que gira en torno de O, en la direccién indicada por la
flecha, del lado inicial OA al lado terminal OB.

9. Angulos positivos y negativos. En la figura 9 los an-
gulos fueron engendrados por la rotacion de la recta genera=-
triz en sentido conirario al de las manecillas de wn reloj;, los
matem:iticos han acordado llamar a tales dngulos positivos.
En la siguiente figura (fig. 10) aparecen tres dngulos que

Fig. 10
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tienen los mismos lados inicial y final que los anteriores,
pero los angulos soi. diferentes ya que han sido enge: ' ados
por la rotacion de la recta generatriz en el sentido de las
manecillas de un reloj; se dice que tales angulos son negativos.

L.os arcos que llevan las flechas se dibujarin con linea
continua cuando indiquen un dngulo positivo, y con linea
punteada cuando indiguen un dngulo negativo.

10. Angulos de cualquier magnitud. Aun cuando dos
angulos tengan los mismos lados inicial y final, y hayan sido
engendrados . por una rotacion en el mismo sentido, pueden
ser diferentes en magnitud. Asi, para obtener un #dngulo
recto, la recta generatriz gira hasta la posicion OB, como
aparece en la figura 11. Si, en cambio, la recta generatriz se

B B B

Fig 11 Fig. 12 Fig. 13

detiene en la posicion OB después de dar una revolueién
completa a partir de OB, como se indica en la figura 12,
entonees hemos engendrado un dngulo cuya magnitud es de
¢inco dngulos rectos; o si fueron dos las revoluciones hechas
antes de detenerse, como ge representa en la figura 13, enton-
cos hemos engendrado un dingulo de magnitud igual a nueve
ingulos rectos, v asi sucesivamente. Esto muestra también
que log dngulos positivos pueden tener una magnitud cual-
quicra. Anidlegamente, se puede ver que dando una o varias
pevoluciones completas en el sentido de las manecillas, los
dgngulos negativos pueden tener también cualquier magnitud.,

Wemuy e, Trigunumats v '
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Asi, la manecilla de los minutos en un reloj engendra cada
hora un dngulo que vale —4 dAngulos rectos, y un angulo igual
a —96 dngulos rectos cada dia.

11. Los cuatro cuadrantes. Tomando como origen el
vértice del angulo que se considere, se acostumbra a dividir
el plano en cuatro partes
i e llamadas enadrantes, me-
cvadrante coadrante diante dos rectas perpen-
diculares. Asi, 81 O es el
A vértice, los diferentes cua-
drantes se nombran como
estd indicado en la figu-
ra 14, considerandose como
lado inicial la parte derecta
Fig. 14 horizontal situada a la de-

recha del vértice.

Se dice que un angulo esta en (o pertenece a) wn cierto cua-
drante cuando su lado final esta en ese cuadrante. ;

En las figuras 9 y 10, solamente los dngulos positivo y
negativo menores estdan indicados por los arcos. Es evidente
que el nimero de dngulos positivos y negativos que tienen los
mismos lados inicial y terminal es ilimitado. Los siguientes
ejercicios ilustrardn este concepto.

0| Lodo inicial

Tercer Cvarto
cvadrante cvadrante

Esercicio 1. Demostrar que 1000° estd en el cuarto cuadrante.

Solueion.  1000° = 720° 4 280° = 2X360° 4+ 280°. Por tanto, la recta
generatriz da dos revoluciones completas en la direccion positiva y
recorre 280° més, y el lado final de 280° estd en el cuarto cuadrante.

Eigncicio 2. Demostrar que —568° estd en el segundo cuadrante.

Solueion,  — H68" = —360°—208°, Por tanto, la recta generatriz da
una revolucion completa en la direccion negativa y recorre 208° mds en
egn misma direceion, y el lado final de—208" estd en el segundo cua-
drante.
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PROBLEMAS

,En aué cuadrante estd cada uno de los siguientes dngulos?

I ‘225°. Solueiom. 111, 2. 120°,
3. —315°. Solucion, 1. 4. —240°,
5. 651°. Solucién. 1IV. 6. —150°.
7. —75° Solueion. 1V, 8. —1200°.
9. 540°. Solweion. Entre 11 y I11. 10. 420°.
1. =910°. Solueiom. 11 12. —300°.
13. 1500°. Solucitn. « 1. 14. 810°.
15. —540°. Soluciom. Entre 11y 111, 16. 537°.

Dar un 4ngulo positivo y uno negativo que tengan cada uno el
mismo lado inicial y el mismo lado terminal que cada uno de los

siguientes dngulca.

17. 45° Solucitn. 405°, —315°, 18. --30°.
19. 120° Solucion. 480°, —240°, 20. —200°,
21. -390°. Solucion. 330°, —30°, 22. 340°.

12. Coordenadas rectangulares de un punto en un plano.
Para definir las funciones de dangulos no agudos, es conve-
niente introducir la nocién de coordenadas. Sea (fig. 15) X'X
una recta horizontal € }/Y una recta perpendicular a ella en el
punto 0. Cualquier punto del Y
plano de estas rectas (como P) 4
esti determinado por dos nu-
meros que miden en magnitud
y signo su distancia a cada una b
de las perpendiculares X’X :
o Y'Y. Su distancia de Y'Y X ) 0 X
(como NP=a) se llama abscisa
del punto, y su distancia de R
X'X (como MP=10b) se llama y’
ordenada del punto. Fig, 15

N a P{a, b)
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Las abscisas medidas hacia la derecha de Y'Y son positivas.
Las abscisas medidas hacia la izquierda de Y'Y son negativas.
Las ordenadas medidas hacia arriba de X’ X son positivas.
Las ordenadas medidas hacia abajo de X'X son negatives.
YA El conjunto formado por la
abscisa y la ordenada se llama
coordenadas del punto. El pun-
to P, por ejemplo, dado por sus
coordenadas a y b, se designa por
X’ 0 el simbolo P(a, b).
SikmeE) (+,-) Las rectas X'X e Y7/} se llaman
I v ¢jes de coordenadas, siendo X’X el
Y’ eje de las abscisas o eje X o eje de
Fig. 16 lasz, e Y'Y el eje de las ordenadas
0 ee Y o eje de las y; el pun-
to O se Hama origen de coordenadas.,
LLos ejes de coordenadas dividen al plano en euatro regiones
llamadas cuadrantes (ifual que en el articulo anterior); en la
figura 16 se indican los signos de
Y las coordenadas en los diferentes
cuadrantes.
Trazar un punto es localizar sn
X - »x Posicion a partir de sus coorde-
nadas, La manera mds conve-
niente de hacerlo es contar pri-
mero a partir de O a lo largo'de
v X’X un nimero de divisiones
Fig. 17 igual a la abseisa, a la derecha o a
la izquierda segiin que la abseisa
sea positiva o negativa. Después, a partir del punto asi deter-
minado, contar un nimero de divisiones igual a la ordenada,
hacia arriba o hacia abajo segiin que la ordenada sea pogitiva o
negativa, El trazo de puntos se simplifiea mucho usando papel
cuadriculado en el que se ha dividido el plano en euadrados

1I I
(=»4) (+.4)

) §

(4,~3)
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ignales, siendo los lados de estos cuadrados paralelos a los
ejes. Asi, para trazar el punto (4, —3), se cuentan euatro
divisiones a partir de O sobre el eje X hacia la derecha, y
después tres divisiones hacia abajo, a partir del punto asf
determinado, sobre una recta paralela al eje Y. Andloga-

mente las siguientes figuras muestran los puntos (-2, 3),
(_3, —'4), (0,3).

4 4 1’ (bj‘iL

b 3y

4. (=2,3)
‘Y O :x x' 0 ;X x. O x
X0
.

i e ¥’

Fig. 18 Fig. 19 Fig. 20

PROBLEMAS

I. a. Trazar con exactitud los puntos (5, 4), (-3, 4), (—2, —4),
(5, —1), (6, 0), (=5, 0), (0, 4), (0, —3).
b. ;Cudl es la distancia de cada punto al origen?
Solucitn. +/ 41, 5, 24/ 5, ete.

2. Trazar con exactitud los puntos (1, 1), (-1, —1), (-1, 1),

(V3, 1), (V3, —1), (—V/3,—1), y hallar la distancia de cada uno de
vllos al origen.

3. Trazar con exactitud los puntos (v'2,0), ( -56,~10), (3, -2/ 2),
(10, 3), (0, 0), (0, —V/3), (3, —5), (—4, 5).

13. Funciones trigonométricas de cualquier angulo. Kn
¢l Articulo 4 se definieron las seis funciones trigonométricas
para ingulos agudos. Ahora, en cambio, vamos adar unas defi-
nielones que se pueden aplicar a cualquier dngulo, y que con-
cuerdan con las definiciones ya dadas para los angulos agudos.
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Tomemos el origen de coordenadas como el vértice del
dngulo y el lado inicial como eje X. Dibujemos un dngulo

XOB en cada cuadrante,
Sea P un punto cualquiera del lado final OB del dngulo y

sean (Z,y) sus coordenadas. En todas las figuras, se verifica
0oQ=z, QP=y, OP=r,
9 OP = b—éz + QP
La longitud OP la llamaremos radio.
Sustituyendo y extrayendo raiz cuadrada, obtenemos

(1) r=+vVazi+y2

Como lo indiea (1), r es siempre un nimero positivo.

4 {

B B

PA §

r r|
’ y ’ y M ’

X ol TeTo »X X R »X

A

) G :
Fig. 21 Fig. 22
Angulo en el primer cuadrante Angulo en el segundo cuadrante
X -4
X' Q x 0 »X X' 5 I Q Ix
O N
g P P
B
| LI |
Y’ Y
Fig. 23 Fig. 24

Angulo en el tercer cuadrante Angulo en el cuarto cuadrante
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Designando el dngulo en cada figura por XOB, las defini-
ciones de las funciones son:

ordenada y

(7) sen XOB=——"— = T3
(8) cos XOB= af:ffiff =X,
(9) tg XOB=.9{::C_“;‘?- o :!:_;
(10) ctg XOB = _021’:0._“_‘5% 2 %;
(11) sec XOB = a‘;‘c‘::a =L,

radio r
(12) csc XOB = ordenada ¥

Estas definiciones aplicadas al dngulo XOB en ¢l primer
cuadrante concuerdan con las dadas en el Articulo 4. Dos
cosas deben observarse en las definiciones anteriores:

1. El valor de cada una de las razones anteriores es inde-
pendiente de la posicion de P sobre OB. (Se demuestra como
en el Articulo 4.)

2. Los valores de las funciones anteriores dependen en
cualquier caso solamenie de la posicion del lado final OB
(siendo fijo €l lado inicial 0X). Es decir, tomando OX como
lado inicial comiin, para todos los dngulos que tengan el
mismo lado final OB las funciones trigonométricas ten-
drén -los mismos valores. Asi, por ejemplo, los dngulos
40°, 400°, —320°, tienen las mismas funciones, Las defi-
niciones (7) a (12) son fundamentales y deben aprenderse
de memoria.
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Otras tres funciones nsadas son el seno verso (vers), el coseno verso,
(cov), y la mitad del seno verso. Estas estdn definidas por las igualdades
seno verso XOB = 1—cos XOB; coseno verso XOB=1—sen N0OB;
mitad del seno verso XOB =15 (1—cos XOB) = 1; seno verso XOB.

De las definiciones (7) a (12), se desprende, como en el
Articulo 4, que

el seno es el reciproco de la cosecante;
la tangente es el reciproco de la cotangente;
el coseno es el reciproco de la secante.

14. Signos algebraicos de las funciones trigonométricas.
Teniendo en cuenta la regla dada para los signos algebraicos
de las abscisas y ordenadas de los puntos dadas en el Articu-
lo 12, y recordando que la distancia OP (=r) es siempre
positiva, vemos de inmediato, de las definiciones de las fun-
ciones trigonométricas dadas en el ltimo articulo, que

En el primer cuadrante todas las funciones son positivas.
En el segundo cuadrante ¢l sen y la csc son positivas; las res-

tantes son negativas. Y
En el tercer cuadrante la tg y la ctg son positivas; las restantes

son negativas.
En el cuarto cuadrante ¢l cos y la sec son positivas; las restan-

les son negalivas.

Estos resultados se resumen en la siguiente tabla, que debe
aprenderse de memoria.

Funcién Cusdrante I | Cusdrante 11 | Cusdrante IH1 | Cugdrante IV
g.;)::cante s FYE 4 + --M : -
S : fo . e

ol
Cotangente § |+ : * %
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15. Aplicaciones. En el Articulo 5 se obtuvieron las fun=-
ciones trigonométricas de los dngulos de 30°, 45° y 60°,
A partir de estos valores se pueden deducir las funciones
trigonométricas de muchos angulos.

Eisercicio 1. Hallar las funciones trigonmngtricas de los 4ngulos
de 150°, 210° y 330°.

Soluecion.  Observamos que (véase la figura 25)
ZX0B2=150°=180°—30°=180°— L XOD,
ZX0B3=210°=180°+30°= 180"+ L X0\,
ZX0Bs=330°=360°—30°=360°— £ XOBs.

Fig. 25

Tomemos OP;=0P;=0P3=0P;=2. Entonces las razones trigono-
métricas obtenidas de los tridngulos OM Py, OMaP2, OM3Ps, OM Py
son iguales. (;Porqué?)

Segiin lo explicado en el Articulo 5, las coordenadas de los pintos
P, Pa Pz, P4 son

P,(\/3,1), Po(— V' 3.1), Ps(—~v3,-1), l’.(\/l-i,-—l).
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Entonces por (7) a (12) (Art. 13) hallamos la tab'a siguiente:

Angulo sen cos tg ctg sec esc
150° -.1; -‘—g—?’ -3% -3 —?.‘T;_ﬁ 2
o T e S L i e R

Los valores en cada columna difieren solamente en el gigno, y este
signo se determina por el caadrante en que el dngulo estd colocado
tal como se explicé en el Articulo 14.

Otro tipo de problema es el siguiente:

Dada una funcion construir los lados terminales de tedos los
angulos correspondientes y hallar los valores de las otras fun-

CLONEE,

2

Eiercicio 2. Dada tg 4 = g

a. Construir los lados terminales de todos los dngulos correspon-
dientes.

Solueibn.  Por el Articulo 14, el 4ngulo 4 estd en el primer cuadran-
te o en el tercer cuadrante. Por (9) del Articalo 13, podemos escribir

tg ‘4 = E.. == 72‘. = —_2.
xr ) ."'3
Por tanto, el lado terminal de 4, en el primer cuadrante, pasa por
z=3, y=2, como se muestra en la figura 26.

El lado terminal de 4 en el tercer cuadrante pasa por
=3, y=-2,

como se indica en la figura 27.
Los dngnlos correspondientes son XOB en la figura 26 y XOB’ en
la figura 27, -
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Es evidente que, correspondiendo a cada figura, hay un nidmero
infinito de dngulos positivos y negativos que difieren en un miltiplo
de 360° y que satisfacen la condicion dada.

Y
4 Y
A
B
:hi‘b‘
x4 ol o L LR INER,
0] 3] @ i
5P of
" H
s sepli o
Fig. 26 Fig. 27

b. Hallar las otras funciones trigonométricas del dngulo A.
Solueibn, El radio en ambas figuras es
r= 4+ 13,

Por tanto, tenemos los siguientes casos:
Cuando A estd en el primer cuadrante (fig. 26),

2 2113 /13
gen OB = —— = - csc XOB = A A1 $
V13 13 2
3 3v 13 5 V13
co8s A'OB = - = 3 ; sec -\OB = _—;
tg XOB =2 ; otz XOB = 3.
3 2
Cuando A estd en el tercer cuadrante (fig. 27),
2 13 : /13
sen XOB' = ——— = —&/—— ; cee XOR = - -
2/ 13 13 2
: 3V 13 BE
cos XOB = ——é: = —-l/—' : gec NOR » --\'{*- 3
V13 13 4
tg XOB = .i_ : ctg XOB = .;1 .
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0, designando por A un fngulo que satisface la condicién dada,
podemas egcribir los resultados en una forma més condensada, como

sigue:

o 2v/ 13 V13
BN A =ik &oali——"3 esc A = = :
\/13 13 2
3 3v 13 V13
COBi 4 (o= ik i) = aly —— 3 sec | = =—;
13 13 3
2 3
tg. =2 ctg 4 =—.
% 3 % 2

El lado terminal de un angulo queda completamente deter-
minado si se da el cuadrante en que el dngulo se encuentra y
si 8e conoce también una de las funciones del angulo. Las
otras funciores se encuentran entonces facilmente, tal y como
hemos visto en el ejercicio 2.

Esercicio 3. Dado sen 4 = —-:1? , construir los lados terminales

de todos los fingulos correspondientes, y hallar las otras funciones tri-
gonométricas del dngulo.

Solucion. Por el Artfculo 14, el dngulo A estd en el tercero o en el
cuarto cuadrante. Por (7) (Art. 13), podemos escribir

senA=l’_=—_l.
r 3
Y Y
|
X- -2 > 2 2v2Q’
- '-IP > v o SR]-1 i
!‘ -B P' }I-
¥4 Y’
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Tomemos y=—1, r=3. Ahora, z?2=r?—y2. Por tanto,
?=9-1=8 y z==+2v/2,
Kl lado terminal de 4 en el tercer cuadrante pasa por
z=—2V2, y=-1,

como muestra la figura 28. El lado “terminal de A4 en el cuarto cua-
drante pasa por z =242, y=—1, como puede verse en la figura 29.

Kntonces tenemos,

sen 4 = ——:l,,-; csc 4 = —3;
] 2¢/2 A *3\/3
= =% : A= Ce—— mpe—
Cos . g gec - gk
1 2 —
tg A==t=—-:==!=l/—; ctg‘l==h2\/2.
2v/ 2 4

Esercicio 4. Sabiendo que ctg z = '7? , calcular todas las otras fun-

clones trigonométricas de z.

Solucién.. Aqui podemos escribir, por (10) (Art. 13),
m _ —m _ abscisa

ctgz = — = =
te n —-n ordenada ’

radio = v/ m34n?.

y
Por tanto, un lado terminal estd determinado por el origen y (m, n),
y el otro lado final por el origen y (—=m, —n). Por lo tanto,
v n24n?

n
: csC X = =
n

*

gen L == =T
vV mi4u?

m vV mi4n? s
BOC £ mm sk ——— =S
m

COBT = —— ;
vV m?+n?
ctgz =2
[
n

n
W“;’T;
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PROBLEMAS

Hallar las funciones del dngulo XOFP para las siguientes posiciones
de P (siendo O.X el lado inicial en cada caso). Expresar las soluciones
como fracciones comunes en la forma mads simple. Las soluciones estén

dadas en el orden seno, coseno, tangente.

I. (—4, 3). Solucion. 35, —45, —34, etc. 2. (—12,9).
3. (—1,-2). Solucion. —2—\;—3, _\/T—E: y 2, ete. 4. (12, -5).
8. (L) Solucion. %:2, \/7—2, 1, etc. 6. (—15, 8).
7. (=1,-1). Solucion. -- \gTz, —\;E) , 1, etc. 8. (-8, —6),
9. (=6, 8B). Solucion. 4§, —3§, —43, etc. 10. (3, —=35).

1. Qué funcion tiene, para todos los valores de A4, el mismo signo
a) quesen A; b) que tg 4; c) quesec 4?

JEn qué cuadrante esti 4 para cada una de las siguientes condi-
ciones?

12. sen A y tg .1 ambas positivas.

13. sen .4 positivo, cos 4 negativo. Solueitn. 11.

14. tg A positiva, sec 4 negativa.

I15. cos A negativo, ctg . negativa. Solucitm. 11.

16. cos A positivo, sen A negativo.

Determinar el signo de cada una de las siguientes funciones:
17. sen 160°. 19. tg 200°. 2l. ctg 460°.
18. cos (—20°). 20. sec (—110°). 22. csc (—320°).

23. Siguiendo el método del ejercicio 1, del Artfeculo 15, obtener
una tabla de valores de las funciones de 60°, 120°, 240° y 300°. ;Qué
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se observa acerca de los valores que aparecen en una cualquiera de las
columnas en particular?

Solueibn.

Angulo sen cos tg ctg sec csc
V3 1 = V'3 2v'3
o
60 T D) \/3 3 2 3
V3 1 = V'3 23
120 5 3 v 3 e
V3 : 3| v 2V3
o LW L0 3 V. s 3%
240 3 ° v 3 2 5
V3 1 . V'3 23
I M 1 -3 . -

24. Construir una tabla de valores de las funciones de 45°, 135°,

225° y 315°.

25. ;Qué dngulo positivo menor que 3607 tiene el mismo lado ter-
minal que —30°? ;Cuidles son los valores de las funciones de —30°?
1 V3 V3
)

' “‘—)—l ——T’ e'lc-

Solucion. 3307; —-

26. Calcular los valores de las funciones de —45°.

Hallar los valores de las funciones de los siguientes dngulos. Dibujar
on cada caso una figura indicando sobre ella por una flecha la magni-
tud y direccion del dngulo, y por niimeros los valores de z, y, n

3 1
27. —60°.  Solucibon. —)g—, o ~4/3, etc. 28. -210°,

2 2
, _‘\/ 1, ete. 30. 420°.

29. —135°. Solucion. =— m

-

31, —3w°. Solucibn. — —-—, etc, 32. 585°
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Hallar el valor de sen?4+cos?A para cada uno de los signientes
valores de A:

33. 120°, Solucion, 1. 34. 225°.
35. 210° Solucion. 1. 36. —45°.
37. Demostrar que sen 150° cos 240°4-cos 150° sen 240° = 14.

38. Demostrar que cos (—135°) cos (—225°)
—sen (—135°) sen (—225°) =1,

Hallar el valor de cada una de Jas siguientes expresiones:

39. 4 sen? 210°43 sec? 135°—2 ctg? 150°. Solucion. 1.
40. 2 csc? 30°42 cot? 240°—6 sen? (—225°).
tg 120°+tg (—150°) Soluecibn. —1/—73.

1—tz 120° tg (—150°) °
etg? (=120°) 1

2 ot (—120°)

Dar los valores de 4 comprendidos entre 0° y 360° que satisfacen a
cada una de las siguientes ecuaciones:

43. sen A=14, Solucion.  30°, 150°. 44. cos A=—14.
45. tg A=1. Solucibn. 45°, 225°. 46. ctg .1=—+/3.
47. sec A=2. Sobicion.  60°, 300°. 48. csc A=-—2,
3
49. sen A= - -\—/5- »  Solucion. 240°, 300°. 50. ctg .4=-—1.
2v/3 3
5l. csc A=— \2 . Solucior. 240°, 300°. 52. ctg A= %—3 :

53. 2sen A+1=0.  Solucibn. 210° 330°. 54. A/ 2cosd—1=0.

En cada uno de los siguientes ejercicios construir todos los lados ter-
minales posibles del dngulo .4, y hallar los valores de las otras funcio-
nes. Las soluciones estdu dadas en el orden sen A, cos 4, tg 4, ctg A,
sec A, csc A.

55. sen A =73¢, Solucibn, 3§, =4¢ =3[ ete.

56. cos .4 =-—14.




57.

65.
66.
67.
68.
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ctg A=—3. Solucion. *—\%-;-9 3\1/010, —--,‘;, e,
sec A=—53.
csc A=13¢, Solucion. 513, *=1313, =35{,, etc.
a
tg A T
sen A =c. Solucibn. ¢, d:\/la-c’, + £ , ete.
vV 1=¢?
—b2
CoOBA= —— .
a?+4-b?
3 /6 2
cse A=—+/3. Solucidn. —£, tl—, *'\-/—, ete.
3 3 2
cos A=",
¢
L 14 2
t,gA=—\/7. Solucibn. *‘\L‘—, *l/;-— —\/?, etc.
sen A= —23.
sed 1 5V 29 2vV20 5
tg A= —2,5. Solueion. = o9’ * 20 1.2 etc
sec A= p.

En cada uno de los siguientes ejercicios hallar las funciones de A a

partir de los datos dados:

69. sen A =3¢, .1 en el primer cuadrante.

70.
71.

12.
73.

Solucion.

cos A =—13, A en el segundo cuadrante.

tg A=34, A en el tercer cundrante.

Soliteibon.

ctg A= —1%;, sen .4 positivo.

sec A =33,

tg A negativa.

£ pulo 5
Solucion. ——— ,

3

/‘: %, /Cv

—%v %' ete.
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74. csc . =-3, ctg A positiva,

75. tg A=2, sen A negativa.

2V 5 5
Solucibn, ————, —\/T—' 2, etc.
5

76. cos 4= --3{;, ctg A4 negativa.

16. Expresar cinco de las funciones trigonométricas en
funcion de la sexta. Kl método que vamos a exponer en
los ejemplos siguientes es el mas conveniente y directo.

Esempro 1. Calcular en funcién de sen .4 cada una de las otras
cinco funciones trigonométricas de A.

Solueitm. De (7) (Art. 13), tenemos:

' ‘ w!l‘l:wn4‘1=.y_.
e r
.
"
A Tomemos r=1, Entonces y=gen .. Ahora
s+ Vi-sent A hallemos z. Tenemos

Fig. 30 r= = ﬁ—-_zﬂ: ++/1—gen? A.

Por las definiciones dadas en el Articulo 13, hallamos:

sen A=gen .l; cse A= 1 :
sen .1
CouB A='=i=\/l—se112,4° e A== ————t el
i V1-gen? A’
tg i== R& . ctg A= *‘\/’1—88!12 A
v/1—sen? 4’ ' gen .4 ’

Es conveniente dibujar (fig. 30) como comprobaciéon un trifngulo
rectangulo en el cual x=Ilado horizontal, y=lado vertical, y r=hipo-
tenusa.,

Faempro 2. Expresar en funcion de tg A cada una de los otrus
cineo funciones trigonométricas de A,
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Solueitm, De la formula (9) (Art. 13) y de la figura podemos eseribir

tg 4'1 y
iy BE e B3 v o
g 1 z
Tomemos r=1. Entonces y = tg 4. Aho- < ;
ra bien x A
r=:i:v1+tg2 ‘.1. -
Fi
Por tanto, ig 31
A‘l 10~
sen A == _tg___; csc‘.1=*\/l+ti!’.4;
vV 14tg? A tg

1

tg A=tg d; ctg A= —.
g g5 tg tEA
Esempro 3. Dada sec A =724, calcular las demés funciones trigono-
métricas del dngulo A.

Solueién. Por (11) (Art. 13), tenemos

eec‘-l=i=-"—.
4 x '3

Tomemos r = 5. Entonces, 2 =4. Por

tanto, A
y = :V’ﬁ—z'iz =3, 4
Fig. 32
Luego tenemos
sen A = =35; csc A= =33;
cos .4 =45; sec A =3
te A= ¥; ctg A = 45,

PROBLEMAS

I. Expresar en funcion de cos A4 cada una de las otras cinco fun-
clones de A.
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T TR 1
&)luCibn. sen A== VI‘-OOB’ A; C8C A-* \/m ’
cos A=cos A; eecA=—l—;
cos A
vV 1—cos? A cos A
A== o ctg A== ————
tg cos A e v/ 1—cos? A

2. Expresar en funcién de ctg A cada una de las otras cinco funcio-
nes trigonométricas de A.

3. Expresar en funcién de sec A cada una de las otras cinco fun-
ciones de A.

: vV sect A1, T sec A .
OOGA=S'{cl—A-; sec A=sec A;
edhindeansdas 1
Aok c?A-1; g Amk—
" Ve e Veec? A -1

4. Expresar en funcion de csc A cada una de las otras cinco fun-
ciones de A.

5. Sabiendo que sec A =—17%;, hallar los valores de cada una de las

otras cinco funciones de A.
Solucibn. sen A==1%,; csc A==17{,;

cos A=~ %;; mec A=-17¢;
tg A== 1%; cwg A== 3,

6. Sabiendo que sen A=a, hallar los valores de cada una de las
otras funciones de A.

PROBLEMAS ADICIONALES
-
I. Hallar los d4ngulos comprendidos entre 0° y 360° cuyo seno rea
reciproco de la secante. Soluciom. 45°, 225°.

1
COB
que tg A serfa entonces un nimero imaginario.

2. Demostrar que la expresién sen 4 = es falsa, demostrando



LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 37

3. Hallar los valores de A comprendidos entre 0° y 180° que satis-
facen la ecuacién 2 sen 24=+/3 tg 225°, Solucibn. 30°, 60°.

4. Demostrar que sen 2.4 es menor que 2sen 4 para todos los va-
lores de A comprendidos entre 0° y 180°.

5. Si en un tridngulo recténgulo el cuadrado de la hipotenusa es
igual a 3% del producto de los catetos, héllese la tangente del mayor de

los &ngulos agudos del tridngulo. Solucién. 2.
6. Hallar el valor de %24 __ .
14-cos A
a. Cuando tg A=%.. Solucién. Y% y —8&.

b. Cuando tg 4= —¥%a. Solucibn. —¥% y 6.



CAPITULO II

RELACIONES FUNDAMENTALES. FORMULAS
DE REDUCCION

17. Relaciones fundamentales. En las igualdades (7) a
(12) (Art. 13), llamemos 4 al ingulo XOB. Entonces, para

cualquier ingulo A, tendremos:

(1) wnAz-g-; (4) csclv—;';
xz r
QremArSS  (Pseedm;
b 2

®lio algidim~ns 6) ctg 4 =

|
Ahora vamos a demostrar el siguiente
Teorema. Las seis funciones trigonométricas de un dngulo A

satisfacen las relaciones:

cos A
(13) sen 4 csc A=1. (17) ctg A = e

(14) cos 4 sec A=1. (18) sen®A+cos*4 = 1.
(15) tg Actgd=1. (19) sec? 4 =1+ tg? A,

sen A

(16) tgA:cosA'

(20) csc®* 4 = 1+ctg® A.
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Demostracion de (13). De (1) y (4), tenemos

senAcscA=—g-x

= 1.

‘Ql‘l

Las férmulas (14) y (15) se demuestran de una manera
semejante. De (13), hallamos

senA=gi—, csc A = 4

sc A sen A

como en el Articulo 13.

Demostracion de (16). Dividiendo el numerador y el deno-
minador del segundo miembro de (3) por r y teniendo en
cuenta las igualdades (1) y (2), hallamos

w
S

en
cos A°

tg A =

< |8 ls =

La férmula (17) se demuestra de una manera semejant

Demostraciones de (18) a (20). De (1) (Art. 13), eles
vando al cuadrado ambos miembros, obtenemos

(7) ri=z+y2,

Dividiendo cada término por r* hallamos
o

o))

Dividiendo cada término por z*, resulta

o ()
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Dividiendo cada término por y*, obtenemos

SN 2 \?2
(10) (?) 2 (?) ks
Consideremos (8). De (1) y (2), hallamos

x

= cos A, l=sen A.
r r

Sustitugendo en el segundo miembro de (8), obtene-
mos (18).

Anslogamente, de (9) y teniendo en cuenta (5) y (3),
podemos demostrar (19), y de (10), usando (4) y (6), se

demuestra la (20).
Es de suma importancia aprenderse de memoria las férmu-

las (13) a (20).
También se deben aprender las siguientes férmulas dedu-

cidas de ellas:

(21) sen A = csc—l_’ que se deduce de (13).

(22) sen A = +=+/1—cos? 4,* que se deduce despejando
sen A en (18).

(23) cos A = ;cl— , que se obtiene de la (14).

(24) cos A = =1\/1—sen? A, que se deduce despejando
cos A en (18).

1

i Al deducida de la (15).

(25) tg A=

* EIl doble signo significa que obtenemos dos valores para algunas
de las funciones, a menos que se dé una condicién que determine si se
ha de tomar el signo infis o el menos. La razon de esto es que existen
dos éngulos menores de 360° para los cuales una funcion tiene un valor
determinado.



(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)
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tg A= =V'sec: A—1, obtenida despejando tg A
en (19).

tgA=senA_ sen A __:h\/l—cos’A
cos A +vVi-sen’d cos A
(16) y también de (24) y (22).]

. [De

1 ”
csc A = g obtenida de la (13).

csc A= =V 1+ctg? A, obtenida despejando csc A
en (20).

1

) deducida de la (14).

sec A =

sec A= =vV'1+ tg? A, deducida despejando sec 4
en (19).

1 P
ctg A = . deducida de (15).

ctg A = ++/csc? A—1, obtenida despejando ctg A4
en.(20).

_cos 4 _ cos A _ =V1—sen’ 4
sen A +1/1—costd sen A

(17) y también de (22) y (24).]

ctg A . [De

Célculo de una funcién trigonométrica cualquiera en fun-
cibn de cada una de las otras cinco. Por medio de las
férmulas anteriores podemos hallar fdcilmente una funcién
trigonométrica cualquiera en funcion de cada una de las otras
cinco funciones. Veamos algunos ejemplos:
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Eisempro 1. Hallar sen 4 en funciéon de cada una de las otras
cinco funciones de A.

g gemidw ot de (21)
csc A

b. sen A = =4/1—cos? 4, de (22)

1

c. send = ’ sustituyendo (29) en a

+/1+ctg? 4
1 +4/gec2 A—1
do A. = 1— = ’
o - \/ sec? A sec A

sustituyendo (23) en b

1 tg A
e. send = = = , sustituyendo (32) en ¢
1 =V tg2 A +1
“+ 14+ ———
tg? A

Eigmrig 2. Hallar cos A en funcion de cada una de las otras
cinco funciones trigonométricas del dngulo 4.

5 cosdm to de (23)
sec A
b. cos A = =+/1-sen’4, [ de (28)
1 7
c. cosAd = sustituyendo (31) en a

+/T41g? 4

1 + v/csc? A -1
d. c"““""‘\/l—é?c_fz= oscA ’

sustituyendo (21) en b

1
e. cos A= = (.:—-_t,gA —d
1 =+ 4/ ctg? A+1

==

\/l - ctg? A

sustituyendo (25) en ¢

Esemrro 3. Hallar tg 4 en funcion de cada una de las otras cinco
funciones.
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1

4= .
a. tg ke de (25)
b. tgA = =sec2A-1, de (26)
A
& s —s , de (27)
++/1—sen? 4
41/ 1 — cos?
d. tg A= V1~ cos - de (27)
cos A
1 :
e. tgAd= . sustituyendo (33) en a
=4/ cse? A — 1

EigvmprLo 4. Demostrar que sec A—tg 4 .sen A =cos A.

Solueibn. Se aplican al primer miembro las férmulas (21) a (34)
(Art. 17), y se efectiian las reducciones convenientes hasta que quede
idéntico al segundo miembro,

1 sen A

- .sen A.
cos A cos A

Asf, sec A—tg A.sen A =

[YaquesecA= . ytgAase"A .]

cos A cos A’
1-sen2A cos?2 A
i AL JR o i 18) (Art. 17
cos A cos A (e )
= cos A.

Eiempro 5. Demostrar que

sen x(sec z-+4cscz) —cos r(sec T —cse x) =<ec z CsC 7.

* Generalmente, suele ser buen procedimiento transformar la ex-
presion dada en-otra que contenga solamente senos y casenos, y luego
simplificarla hasta obtener la forma buscada. Es admisible cualquiera
operacion que no altere el valor de la expresion. Evitese hasta donde
sen posible el uso de radicales.
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Solueibn. sen z(sec r+csc ) —cos z(sec z—csc z)

=8en:z:( : +- 1 )—cosz( L s ! )
cosr senzx COfZ 8sencz

Ya que sec z = C8C T = ]
cos T gen z
en )
_ fen +1_l+c(sx
CO8 T sen z
_8énz , CoB 1z
COBZ ' senz
2 2
-wn z+ cos :l:= 1 (ls) (Am 17)
COB Z sen z CUOSZ sen =

1 1

CO8 T Een %

PROBLEMAS

I. Hallar sec z en funciéon de cada una de las otras cinco funciones

de z.
e S, 1 =1/ ctg? z+1
Solucibn. 1 , =* \/H-tg’ z, S ——— v e
CO8 T +\/1—¢gen? z . octgz
Cs8C T

++/csc? a—1
2. Hallar ctgz en funcion de cada una de las otras cinco funciones
de z.

3. Hallar cscz en funcion de cada una de las otras cinco funciones
de z.

Solucibn. , =V 1tcg?z; - _l___, 2 AT z+l’
sen z =1/ 1—-cos? z tgz
sec r

=4/ sec? z—1



c.
d.
e.
f.

g.
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Demostrar las siguientes igualdades:

008 z tg z=s8en z. h. cos A csc A=ctg A.

sen r sec z=tg z. i. cos?A-een?2A=1—2sen? A,
sen ¥ ctg y=cos Y. jo cos? A—sen? A=2cos? 41,
(14-tg2 y) cos? y=1. k. (1+ctg? B) sen? B=1.

gen2 A4sen? A tg2 A=tg?2 A. 1. (csc? A-1)een? A=cos? A.
ctg? A—cos? A=ctg? A cos? A. m. sec? A+csc? A=sec? Acsc?A.
tg A+ctg A =sec A csc A. n. cos* C—sent C+1=2 cos? C.

0. (sen z+4cos )24 (sen z—cos x)2=2,

p. sen®Zz cos z+cos® z sen z=sen cos r.

q. sen? B+4tg? B=sec? B—cos? B.

sen ¥
l14-cos ¥

8. cos Btg B +sen Betg B =sen B +cos B,

r. ctgy-+ = CSC V.

t. sec z csc z (cos?z —sen? z) =ctg z—tg 3.

cos C sen C
u. =t © + —ctg © sen C+4cos C.
sen z 14-cos 2
3 = 2 ¢8C 2.
v 14cos 2z + sen z .

Usando las relaciones fundamentales (13) a (20), calcular los valores
de todas las funciones a partir de los siguientes datos:

6.
7.

cos A=—144, cuando A esté en el segundo cuadrante.
Solucibn. 3%, —4%, —%, etc.
tg 4 =34, cuando A estd en el tercer cuadrante.
csc A =—3, cuando A4 estd en el cuarto cuadrante.
L 3 V3
.

ete.
4

ctg A=—2, si A estd en el segundo cuadrante.

gen .4 =0,25, si A estd en el segundo cuadrante.
Solucion. 0,25, —0,97, —0,26, etc.
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10. csc.4=m, cuando A4 estd en el primer cuadrante.

Calcular algebraicamente el valor de cada una de las siguientes
expresiones a partir de los datos dados. Considerdr en cada caso el
angulo como agudo.

Il. (cos? 4 —sen? A) tg2 A, dado sen 4 =15. Solucion. 4.

12. (sen B—cos 1‘})2’ Fidsi ot B
(sen B+cos B Sy i

13. sen?z cosz+4cos? z sen 2z, dada tg z =25. Soluecibn, 19%.

nz 1 082
1. _S€ +c

— 8/
14cos z genz Gadnzec 2=

I5. secta—sec? a—tgta—tg2a, dada csca=3vV 3, (¢ es la letra
griega ‘“‘alfa”.) Solucion. 0.

16. sec? 3 (14cos f tg B), dada csc 3=2. ( es la letra griega
“beta’’.)

17. Transformar las siguientes expresiones en otras que no con-
tengan mis que la funcion seno y simplificar los resultados. Consi-
derar en cada caso el dngulo dado como agudo.

csc A Solucit 1
sen?y
b. secy—cosy. Solueion. —
v/1—sen? Y
c. ctgzcosz—cescz (1—2sen?z2). Solucion. sen z.

18. Transformar las siguientes expresiones en otras equivalentes
que contengan solamente tg 4:

a. sec? A—csc? A.
b. sec 4 csc .l (cos?2 A—sen2 4).

sen? A = cos? A
ctg2 A 1—sec? A

Transformar las siguientes expresiones en otras equivalentes que
contengan solamente senos y cosenos. Simplificar los resultados,

19. tg z+ctz. Solucien, —_1
fen z cus z
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20. csc A —sen A ctg? .1,

21. 1+tga, Solucion. sen «+4-cos a,
Sec a

tg.A+tg B
1—tgdtgB

19. Division por cero; infinito. Ahora vamos a discutir
una dificultad que se presenta en el siguiente articulo. Si
a y b son dos nimeros, y b es diferente de cero, entonces
existe siempre un tercer nimero Unico Z que satisface a la

igualdad

(1) a= bx:
y el valor de T es

(2) T = —g—.

Si b=0, la igualdad (1) no es verdadera a menos que a
sea también igual cero, y, en este caso, es verdadera para
cualquier numero Z.

Este hecho deja establecido que la expresién

(3) %-(“a dividida por cero”)

carece de sentido. La division por cero no es, por consiguiente,
una operacion aritmética.
Consideremos la relacion funcional

(4) Yy = —;;

El valor de ¥ queda determinado cuando se le da a  un
valor cualquiera excepto cero. Consideremos ahora los valores
de y cuando se dan valores positivos a = que decrecen cons-
tantemente vy se aproximan a cero. Es ficil ver que log valores
de y van creciendo constantemente llegando a ser mayores
que cualquier nimero positivo por grande que se suponga
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Si se dan a T valores negativos que decrecen constantemente
en valor absoluto, los valores de ¥ serdan negativos y crecerdn
constantemente en valor absoluto. Esto se expresa asi: Cuan-
do los valores de x decrecen constantemente en valor ahsoluto, es

decir, tienden a cero, la funcion
1

X

se dice que se hace infinita. Cuando una variable y se hace
infinita, escribimos abreviadamente, y = .

20. Funciones trigonométricas de los 4ngulos de 0°,
90°, 180°, 270°. Tomemos un punto sobre cada uno de los

PENERS i

lados terminales de estos angulos a una unidad de distancia
del origen. Las coordenadas de estos puntos son:

0° : para Py tenemos z=1, y=0;
90° : para P tenemos 2=0, y=1;
180° : para P2 tenemos z=—1, y=0;
270° : para P; tenemos z=0, y=—1,

En cada caso r=1.
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Sustituyendo estos valores en las igualdades (7) a (12) (Ar+
ticulo 13) obtenemos los valores de las funciones trigor jimé-
tricas que se buscan, excepto cuando el valor cero aparece
en el denominador. Por ejemplo, para 0° tenemos

sen0°——(l)-—0 cos 0°=%=1;
0_ o_1
1

tg 0°=—=0; sec0 =T—l

Pero (10) y (12) (Art. 13), carecen de sentido, ya que apa-
rece en ellas “la divisién por cero”.

La funcién etg 0° no estd definida, esto es, carece de valor
numérico. Sin embargo, de (32) (Art. 17), obtenemos

ctg A=
g tgA ’

y como a medida que A4 decrece y se aproxima a 0°, tg A

decrece y se aproxima a cero (tg 07 =0), resulta que ectg .1 ge

hace infinita. Es decir (Art. 19), podemos expresar este

resultado en forma abreviada esecribiendo

ctg 0° =0,

El razonamiento es el mismo en cada caso en el que el deno-
minador es cero en (7) a (12) (Art. 13), es decir, cuando la
funeion reciproca correspondiente se hace infinita.

Finalmente, como un segundo ejemplo, considerenios see 4
cuando A=90°. Entonces, (11) (Art. 13), carece de sen=-
tido, ya que z=0. Ahora bien,

(30) (Art. 17).

También cos 90° =0. Entonces a medida que A ercen y se
. Q . . .
aproxima a 907, sec A se hace infinita,

Granville, Trixonometria. —4.
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La siguiente tabla se puede verificar ficilmente:

Angulo | sen | cos | tg [ ctg .| sec [ esol |
S50, PR For 5 R YT LR CER ?\J; ;::t}'- ?~
90° 1 0 s R 1

Las funciones de 360" son las mismas que las de 0°, ya
que estos angulos tienen el mismo lado final.

Demostrar que

l. sen0”4cos90°=0.

2. sen 180°+4-cos 270°=0.
3. cos0°+tg0°=1.
| 7. sec0°4esc 90°=2,
8.
9.
10.
.
12.
13.

14.

4.
5.
6.

PROBLEMAS

tg 180°+4ctg 90°=0.

sen 270°—sen 90°= —2,

cos 0°4-sen 90° =2,

sen 90°+-cos 90%4-cse 907+ ctg 90° =2,

\

cos 1807 +-sec 180°4-sen 180°+tg 180° = —2,
(22 —b2) cos 360° —4ub sen 270° =« 244ab— b2,
cos 30° cos 60°—sen 30° sen 60° = cos 90°.

sen 180°4-sen 90° =2 sen 135° cos 45°,

4 cos® 60°—3 cos 60° = cos 180°,

sen 90°=sen 180° cos {—90°) +cos 180° sen (—=90°),

I5. Comparar el valor de la funcion sen (90° 4 60°) con el valor de
sen 907 +4-sen 60°
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18. Comparar el valor de la funcion tg (120°460°) con el valor de
tg 120°+tg 60°.

I7. Comparar el valor de 2 sen 45° con el valor de sen (2X45°).

18. Hallar el valor de
cos s +cos 2.14cos 3.4 +4cos 4.4 +cos 544cos 6.4, si A=60°.

21. Medida de angulos. Hay dos sistemas generalmente
usados para medir los dngulos. En las matemsdticas elemen-
tales el sistema mias empleado es el de

Medida en grados.” En este sistema el Gngulo unidad es un
grado, igual al angulo central que subtiende un arco cuya longitud
es tgual a }sso de la longitud de la circunferencia. Kl grado se
subdivide en 60 minutos, y el minuto en 60 segundos. Los
grados, minutos y segundos, se representan por ciertos simbo-
los. Asi 63 grados, 15 minutos, 36 segundos, se escribe
63° 15 36”. Reduciendo los segundos a décimas de minuto
el dngulo puede escribirse 63° 15,6’. Reduciendo los minutos
a décimas de grados, el dngulo puede también escribirse
63,26°.** Se ha supuesto que el estudiante estd ya fami-
liarizado con este sistema de medicion de dngulos, y la
unica razén por la que nos referimos aqui a él es para
compararlo con el siguiente sistema.

* Kste sistema de medida fué inventado por los primitivos babi-
lonios, cuyas tublas de pesos y medidas estaban basadas en una escala
de 60. Esto se debié probablemente a que ellos contaban el ano de
360 dias. Esto condujo, pues, a la division de la circunferencia de un
eirculo en 360 grados. Un radio trazado como cuerda subtiende en-
tonces 60 grados. Este grado se llama sexagesimal. En Topografia se
usa también el grado centesimal que se obtiene de suponer dividida In
circunferencia en 400 grados.

*» Para reducir segundos a fraccion decimal de minuto dividinios
el niimero de segundos por 60. De manera semejante reducinmos minu-
tos a fraccion decimal de grado. Véanse las tablas de conversion de
Giranville, Smith y Mikesh dadas a final del libro, a continuucion de

la tabla I1.
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22. Medida circular. En este sistema la unidad es el radidn,
que es el Gngulo correspondiente a un arco cuya longitud es igual
a la longitud del radio del circulo.

Asi en la figura 84, si la longitud del arco 4B es igual al
radio del eirculo, entonces

angulo AOB=1 radidan.

La medida circular de un angulo es su magnitud expresada
en funcion de su radio y tiene la ventaja de que la longitud
de un arco cualquiera tiene la misma medida en radios que el
angulo correspondiente en radia-
nes. Kste sistema fué introducido
en los comienzos del siglo pasado.
En la actualidad se usa bastante
en los trabajos pricticos, y su
empleo es universal en las ramas
avanzadas de las matematicas.

En este libro se usaran ambos
sistemnas.

Veamos ahora la relacion entre

Fig. 34 las unidades de los dos sistemas.

Por Geometria sabemos que la

longitud de una circunferencia es igual 27R; y esto significa
que la razén de la circunferencia al radio es 27, Pero una
circunferencia subtiende un dngulo central de 360°. Por

lo tanto,

97 radianes = 360°,

= radianes = 1807,

Ol e s 48T o f (1807 y
radiin = 3.141503° © e
(35) 1 radian = 57,2958 = 57° 17’ 44,8".
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De estas igualdades se deduce:
Para reducir radianes a grados, multipliquese el numero de
radianes por 57,2958 (= 1_78-_0)

Como 360° =27 radianes,

- 3,_141593 -
1 180 radid 180 radian, o sea,
(36) °=0,017453 radian.
Y de aqui:

Para reducir grados a radianes, multipliquese el numero de

grados por 0,017453 ( 180)

El lector debe acostumbrarse a expresar dngulos en medi-
da circular, asi:

360° = 2~ radianes, 60° =% radianes,
180° = = radianes, 30° --—g— radianes,
90° =—;— radianes, 45° = ;—rmhanos,
o) 3"- . ™
270 ,=?radlanes, 15° —1—2rad1anes, etc.

Al escribir las funciones trigonométricas de los dngulos
expresadas en medida circular se acostumbra omitir la pala-
bra ‘“‘radianes’’, asi:

sen (7 radianes) se escribe simplemente sen 7 y es lo mismo
Q
que sen 1807
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3
ctg ( - radmnm) se escribe simplemente ctg — R es igual
a ctg 135°:

51 . . o7 .
coS (— radlaneq) se escribe simplemente cos =~ y es igual

6
a cos 150°;

ese (1 radidn) se eseribe simplemente esec 1 y es igual a
ese 57,30°;

sec (1% radidn) se escribe simplemente sec 14 y es igual a
sec 28,65°, ete.

Como el nimero de veces que el radio del circulo cabe en un
arco del mismo circulo, determina el niimero de radianes que
mide el dngulo central que subtiende a ese arco, tenemos

(37) La medida de un dngulo en radianes es igual a

longitud del arco subtendido
longitud del radio

Por tanto, conociendo dos cualesquiera de las cantidades
que aparecen en esta relacion, puede hallarse facilmente la
tercera.

" . A g
wEMPLo 1, Reducir . radianes a grados.

180°

m

3,” radianes = Lk (1800) 3

) o T
= 108°.

Solueibn, Como 1 radidn =

’

Eiemero 2. Redueir 1,27 radianes a grados.

U g ~ e 1800 o
Solueion, Como un radidn = = §7,2958°,

T

1,27 radianes = 1,27(57,2958)°
=72, 7037°
= 72° 45/ 5@",
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Eiemrro 3. Redueir 205° a radianes.
Solueién. Como 1° = 0017453 (= 1_:0.) radién,

205° = 205 (0,017453) radianes,
= 3,5779 radianes.

Eiemero 4. Reduocir 25° 13/ 16 a radianes.

Solueion.  Reduciremos primero los minutos y los segundos a frac-
cion decimal de grado. Tendremos:

25° 13/ 16/ = 25, 2214°.
Por tanto, 25,2214° = 25,2214 (0,017453) radién,
= 0,44019 radién.
Esemrro 5. ;Cudl es la medida circular del 4ngulo correspondiente

a un arco cuya longitud es de 3,7 cm si el radio del circulo es de 2 cm?
Expresar también el angulo en grados.

Solneion, Sustituyendo en (37), tenemos
medida en radianes = -35’-7 = ], 83.

Para reducir este 4ngulo a grados tenemos, de (35),
1,85X57,2058° = 105,997°.

Esevprro 6. jCuél es el radio de un circulo en el cual un arco de
longitud igual a 64 cm corresponde a un dngulo de 2,5 radianes?

Solucibn. Sustituyendo en (37), 2,5 = % u

R = 25,6 cm.

PROBLEMAS

I.os siguientes dngulos estin dados en medida circular. Expresarlos
en grados,

. .;L . Solucién. 60°. 2.

Mg .g. Solucién. —90°. 4.

o.l‘; N
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. 1%, Solucitn, —252°. Ry er
) 6
7. 1.3 Solucibn. 74° 29’ 4", 8. Y.
90 ~ = 2,5- l%l""ib'lo s 14’30 l4l 22”- 'o- —30
. E.st' . Solucibn. 39° 32 577, 12, ST +2
D

Expresar los signientes dngulos en radianes:

13. 2215°. Solucitn, .;_ 14. 60°.

15. 135° Solucion, 3{. 16. —720°.
17. 990°, Solueion. %: 18. —120°.
19. —100,28°, Solucitn, —1,7602. 20. 45,6°
21, 142° 43,2 Solucién, 2,4909.  22. —243,87°

23. 125° 23'19". Solucion. 2,1884.  24. 205° 35,4'.

Dar los valores de las siguientes funciones:

26. sen % Solucibn. %—3 26. cos ’;.

27. w ( T »561-) . Solueitn, -\—/5—-'2 . 28. ctg (— 1;.)
or 3 . 1n
29. sec " Solucitn  —v/ 2. 30. sen (—_—-) :

Hallar los valores de # comprendidos entre 0 y 27 que satisfacen a
cada una de las siguientes ecuaciones (f es la letra griega “theta’):

w

3l. senfi= Y. Solueion, X . 32. coste —lsg,

3r

33. tgfi=—1, solucion. L

o
6

-7'10 3‘. m H-—'——o
4
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V2 57 7w

35. sen A= ——5-. Solucibn. =, - 36, tg b=1/3,

37. ctgh+/3=0. Solucibn, %’, 1('5_”. 38. v/ Jsech+2=0.
39. Expresar en grados y en radianes:

a. Siete décimos de cuatro dngulos rectos.

b. Cinco enartos de dos dngulos rectos,

c. Dos tercios de un dngulo recto,

Solucibn. a) 252°, T=; b) 225°, 37; o) 60°, =.
3 4 3
40. Hallar en radianes la medida del 4ngulo correspondiente a un

arco cuya longitud es de 37,5 m en un cfrculo de 25 m de radio.

41. Hallar la longitud del arco correspondiente a un dngulo de
4,5 radianes en un circulo cuyo radio es 25 m.
Solueibm  112,5 metroe.

42. Hallar la longitud del radio de un cfreulo en el que un arco cuya
Jongitud es de 9,6 m corresponde a un éngulo central de 1,2 radianes.

43. Hallar la longitud de un arco de 80° en un efrenlo de 4 metros
de radio. Solucibn. 5,6 metros,

44. Hallar en grados la medida de un éngulo central que en un
efreulo de radio 10 m le corresponde un arco de 57 metros.

45. lHallar en radianes la medida de un éngulo central que en un
efrenlo de radio 3%, em le carresponde un arco de 24 centimetros.

Solueion., 7,54,

46. ;Cuéinto tiempo tarda la manecilla de log minutos de un reloj en
girar un dngulo de —1% radinnes?

47. ;Qué dngulo, en medida circular, describe 1a manecilla de lns
horas de un reloj en 39 minutos y 22% segundos?

Solvweion., —_71 rndinnes.
64

48. Un volante da 10 revoluciones por segundo, JCudnto tiempo
tarda en recorrer 2 radianes, si se toma 7 =2%¢?
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49. Un tren camina sobre una curva de medio kilémetro de radio
a la velocidad de 20 Km por hora. Hallar qué dngulo recorre en
10 segundos. Solucion.  6%1, grados.

53. El radio de una rueda de un vagon es 1,5 metros. JQué dngu-
lo gira la rueda cuando el vagon recorre una distancia de 3 metros?

51. El d4ngulo bajo el cual se ve el didmetro del Sol es aproximada-
mente de medio grado. Hallar un valor aproximado del didmetro del
Sol si su distancia del observador es 150000000 kilémetros,

Solueion, 1350000 kiidmetros,

23. Reduccion de funciones trigonométricas a funciones
de angulos agudos. Los valores de las funciones trigonomé-
tricas de los diferentes dangulos estiin dados en tablas trigono-
métricas anidlogas a las que dimos en el Articulo 7. Estas
tablas, sin embargo, dan solamente las funeiones trigonomé-
tricas de los idingulos comprendidos entre 07 y 90°, v en la
prictica tenemos que tratar algunas veces con dangulos positi=
vos mayores de 90° y también con sdAngulos negativos. A
continuacion demostraremos que las funciones trigonométri-
cas de un dangulo de cualquier magnitud, positivo o negativo,
pueden expresarse ¢n términos de las funeiones trigonomé-
tricas de un ngulo positivo menor de 90°, es decir, de un
angulo agudo. También demostraremos, aunque esto es de
menor importancia, que las funciones de cualquier dngulo
pueden encontrarse cuando se conocen las de un :dngulo posi-
tivo no mayor de 45/,

24. Funciones trigonométricas de angulos complementa-
rios. Para que sea completa nuestra discusion recordemos
lo dicho en el Articulo 4:

Teorema. Una funcitn trigonométrica de un angulo agudo es
tpual a la cofuncion de su angulo complementario.
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Eiempro. Expresar sen 72° como una funcion de un dngulo posis
tivo menor de 45°.

Solieion. Como 90°—72°=18° resulta que 72° y 18° son comple-
mentarios, y tenemos que gen 72° = cos 18°,

PROBLEMAS

I. Expresar las siguientes funciones trigonométricas en funcion de
las del 4ngulo complementario:

a. cos 68° e. ctg9,167°, . cse 52° 18/,
b. tg48,6°. f. sen 72° 51’ 43", i ctg ?:. .
o1q/ 2}
c. sec 81°16', g. A
= 6 k. sen 12,
d. sen —.
3 h. sec 19° 29,8 l. tg66°22,63.

2. Demostrar que en un tridngulo rectdngulo una funciéon cualquie-
ra de uno de los 4ngulos agudos es igual a la cofuncion del otro
angulo agudo.

3. Si A, B, C son los dngulos de un tridngulo cualquiera, de-
mostrar que

sen 6 A =cos 4 (B+C).

25. - Formulas de reduccién para angulos comprendidos en
el segundo cuadrante. Primer método. Sea OB: (fig. 35) el
lado terminal de un dngulo cualguiera comprendido en
el segundo cuadrante. Las funciones de este dngulo son las
mismas que las funciones correspondientes del :@ingulo posi=
tivo XOD:2. Segin puede verse en la figura:

(1) angulo XYOB2=180° —ingulo B:0X".

Sea A4 la medida del dngulo agudo B:0X’. %ntonces,
de (1), tenemos

(2) angnlo ¥
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Construyamos en el primer cuadrante el dngulo
XOB; = angulo B:0X’' = A.

Tomemos OPy=0P:=r, y tracemos las ordenadas M1 Py M2 Px.
Lor triangulos rectangulos OM;P1 y OM;P: son iguales.

Se trata de comparar los valores de las funciones trigono-
métricas de los dngulos suplementarios 4 y 180° — A.

Segun la figura,

para P, z=0Mi=a, y=MPbP1=b;
para P2, 2=0M:=—a, y= M:P,=0b.

ST

Por tanto, las férmulas (7), (8) y (9) del (Art. 13), nos dan:

f
sen (180°—A)=£, genA:i;
r r
(3) 4 cos (180°—A)=_.g_, — =%;
) b b
| tg (180 _A)=—'E, tg 11:7,‘
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y las férmulas (10), (11) y (12) nos dan

: ctg (180°—A)=—-:—, ctgAx-;-:-;

(3) { sec (180°—A4) = ——, secA=—r-;
a a

cse (180°—A)=—£-, cscA=%.

\

Y, por comparacion, hallamos

[ sen (180° — 4) = sen A;
cos (180° — 4) = — cos A;
tg (180° — 4) = —tg A;
cse (180° — A4) = cse A;
sec (180° — 4) = — sec A;
ctg (180° — A) = — ctg A,

(4) <

\

En consecuencia, tenemos el siguiente

Teorema. lLas funciones de un angulo comprendido en el se-
gundo cuadrainte son iguales, en valor absoluto, a las funciones
del mismo nombre del angulo agudo comprendido entre su lado
final y el lado terminal de 180°. Los signos algebraicos son los
que corresponden a las funciones  de un angulo del segundo

cuadrante,

El lector observard que era absolutamente necesario eseri-
bir las igualdades (3). A los puntos Py y P2 les correspon-
den radios ignales, ordenadas iguales y abseisas que difieren
solamente en el signo. Las igualdades (4) y el teorema son

obvios,
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Algunos autores, al “dngulo agudo” al que se refiere este
teorema, que en este caso es el suplemento del 4ngulo dado,
le llaman angulo relacionado. Por ejemplo, el dangulo relacio-

nado de 165° es 15°,
Esempro 1. Expresar sen 123° como una funcién de un 4ngulo
agudo, y hallar su valor,
Solucion. Como 180°—123°=57°, el angulo relacionado es 57°,
sen 123°=gen (180°—57°) =gen 57°=0,8387.
om

EsemprLo 2. Hallar el valor de sec 5

Solueion. sec éé': = sec 150° = sec (180°—30°) = —gec 30°

2 -
E

Eigmpro 3. Hallar tg 516°.

Solucion.  516° es un dngulo del segundo cuadrante, porque
516°—360° = 156°.

Por tanto, tg 516° = tg 156°* = tg (180°—24°) = —tg 24°
= —(,4452.

Segundo método. Kl ingulo XOB2 puede escribirse tam-
bién 90°+ B, en donde B mide el :ingulo agudo YOBRB,,
Como los angulos YOB: y B20)X’ son complementarios, tene-
mos, por el teorema del Articulo 24,

sen A = cos B; ese A = gec B;
cos A = sen B; sec A = csc B;
tg A= ctg B; ctg A =tg B.

*+ El teorema anterior fué demostrado para un dngulo de cualquier
magnitud cuyo lado terminal esté en el segundo cuadrante. La recta
generatriz del Angulo puede haber dado una o més revoluciones cons-
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Como 180°— A= 90°+ B, obtenemos, combinando estos
resultados con los expresados en las igualdades (4), las
siguientes igualdades:

[ sen (90° 4 B) = cos B;
cos (90° + B) = — sen B;
tg (90° + B) = — ctg B;
ese (80° + B) = sec B;
sec (90° + B) = — cse B;
ctg (90°+ B) = —tg B.

(5) :

\

En consecuencia, tenemos el siguiente

Teorema. Ilas funciones deun angulo del segundo cuadrante
son iguales, en valor absoluto, a las cofunciones de igual nombre
del angulo agudo comprendido entre su lado final y el lado termi-
nal de 90°. Los signos algebraiccs son los que corresponden a
un angulo del segundo cuadrante,

Esemrro 4. Hallar el valor de cos 109° por el segundo método,

Solueion. Como 1097 = 90°+4-19°,
cos 109° = cos (90°+19°) = — sen 19° = — 0,3256.
Esemrro 5. Hallar el valor de cos L‘;_’" por el segundo método.

Solueion. !%- = 8556° = 720° 4 135°. Por lo tanto.

cos 197 _ cos 855° =cos 135° = cos (90°+45°) = —sen 45°= — —1: !

4 V2
pletas antes de tomar la posicion del lado final. En ese caso, restare-
mos primero del dngulo (si las revoluciones han sido de sentido con-

trario al de las agnjas de un reloj, es decir, de direccion positiva) un
miltiplo tal de 3607 que la diferencia sea un dngulo positivo menor

de 360°.
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Los dos métodos anteriores nos permiten hacer la misma
cosa, a saber, como encontrar las funciones trigonométricas de
un angulo del segundo cuadrante cuando se conocen las funciones
de un angulo agudo. El primer método es de preferencia, ya
que en él el nombre de la funcion no cambia y tenemos por
eso menos probabilidades de cometer un error,/

PROBLEMAS

|. Usando las formulas (4) (Art. 25) construir una tabla de senos,
cosenos y tangentes para los dngulos desde 0° a 180° a intervalos de 30°.

Solweion,
0° 30° 60° 90° 120° 150° 180°
: T i
sen | 0 B B! 1] o /8 R Pty
2 2 2 2 _
V3 1 hiizy V3
Sl el il W e T oo RREnet]
e 0 v 3 3 00" TSl g <

2. Usando la tabla del Articulo 7 y las formulas (4)"(Art. 25)
construir una tabla de senos, cosenos y tangentes de todos los dngulos
desde 90° a 180° a intervalos de 15°,

Reducir las siguientes funciones a otras de un éngulo agudo:

3. sen 111°. Solucion.  sen 69°, 6 4. cos 115°.
cos 21°,

5. cos165°20’. Solucion. —sen 75°20/, 6 6. tg 170,48°.
- COB8 140 40,0

4r - 79 g F 13~
S e Solucion, —t - 8. o
4 3 o ] 4 5 O ct,g 5

10
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9. sec 883°. Solueciton, —sec 17°, 0 10. cec 7587,
—csc 73°.

1. cse 2. Solucion. csc 1,14, 6 12. sec 2, 2.
sec 0,43,

Hallar los valores de las signientes funciones:

13. sen 133°. Solueion., 0,7314. 14. cos 175°.
15. cos 160°. Solweion.s —0,9397. 16. tg 131°.

- Lasd 5 g
17, tg 34_. Solucibr, =1, 18. ctg ‘;
19. cse 870°. Solueion. 2. 20. =en 1200°.
21. sec 135° Solucibn. —v/ 2. 22. sec 131°.
23. ctg 852°. Solweion.  —0,9004. 24. csc 491°.

Reducir las siguientes funciones a otras de un dngulo agudo menor
de 45°:

25. sen 106°. Solueion,  cos 167, 26. tg 862°.
27. cos 148 5 3°. SUI'U‘{(')". —cos 31 J 7°. 28. c"g %!22’ !
29. sec 794° 52, Solueciim. esc 15° 8. 30. c=se 2_}- '

26. Formulas de reduccion para angulos comprendidos en
el tercer cuadrante. Primer método. l.as funciones de un an-
gulo cualquiera del tercer cuadrante cuyo lado final sea OBj
(fig. 36) son las mismas que las funciones correspondientes
del dngulo positivo XOB;, v segin la figura:

(1) dngulo XOBy=180°+4-iingulo X'0OB;s.

Sea .4 la medida del dngulo agudo X'0PDP3;. Construyamos
en el primer cuadrante,

’ angulo XOBi1=dngulo X'0Bs= A,

Granville, Trigonomstrin, — 5.
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vy completemos la figura tal como hicimos en el caso del ar-.
ticulo anterior. Las coordenadas de P1 son (a, /). Las coor-
denadas de I’ son (—a, —b), y

OP1=0F; = r.

Fig. 36

Por lo tanto, para los :ingulos de 180°+ A4 (£ XOB;3) v
A (Z X0 By),

sen (180°+A4)=—sen A; csc (180°+A)=j‘-csc A
cos (180°F A)=—cos A; sec (180°+ A4) = —sec A;
tg (180°+ A)=tg 4; ctg (180°+ A)=ctg A.

En consecuencia, tenemos el siguiente

Teorema. Las funciones de un angulo del tercer cuadrante
son 1gnales en valor absoluto a las funciones del mismo nombre
del angulo agudo comprendido entre su lado terminal y el lado
final de 180°. Los signos algelraicos son los que corresponden
a un angudo del tercer cuadrante.
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Al “dngulo agudo” al que se refiere este teorema algunos
autores le llaman angulo relacionado. Asi, por ejempio, el
angulo relacionado para 215° es 35°.

Esemprro 1. Expresar cos 217° como una funcion de un éngulo
agudo, y hallar su valor.

Solucion. Como 217°—180°=37°, el 4ngulo relacionado es 37°.
cos 217°=cos (180°437°) = —cos 37°= —0, 7986.
EsemrrLo 2. Hallar el valor de csc 225°.

Solucitn. csc 225°=cse (180° 4 45°) = —cse 45°=—/ 2.

Eisemprro 3. Hallar el valor de sen 600°.

Solucion. 600° es un dngulo del tercer cuadrante, porque
600° —360° =240°,

Por tanto, sen 600°=gen 240°=sen (180°460°) = —sen 60°
V'3
2
Segundo método. El dngulo XOBs puede eseribirse tam-
bién 270°—B, en donde B mide el dngulo agudo B30},
Como los gngulos BsOY’ y X'OBs (= £ XOB1) son comple-
mentarios tenemos, por el teorema del Articulo 24, combi-
nado con los resultados anteriores, y recordando que
180°+ A4 =270°—B,

sen (270°—B)=—cos B;  esc (270°—B) = —sec B;
cos (270°—B)=—sen B; sec (270°—B) = —csc B;
tg (270° — B)=ctg B; ctg (270°— B)=tg B.

En conseguencia, tenemos el siguiente
]

Teorema. Las funciones de un angido del lereer cuadrante
son iguales, en valor absoluto, a las cofunciones del mismo nom-
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bre del angulo comprendido entre su lado terminal y el lado final
de 270°. Los signos algebraicos son los que corresponden a un
dngulo del tercer cuadrante.

Esemrro 4. Hallar sen 259° por el segundo método.

Solucion. sen 259°=gen (270°—11°) = —cog 11°= —0,9816.

El primer método es generalmente preferible.

PROBLEMAS

. Construir una tabla de senos, cosenos y tangentes de todoe los
dngulos desde 07 a 270° a intervalos de 45°,

Solueion.
g 45° 90° 135° 180° 225° 270°
sen 0 -1—_—_ 1 —l—— 0 - —-l—_ -1
Vv 2 V2 Vv 2
cos8 1 1 0 - 1 : 0
0 e ey et —_— —_—_——
V' 2 V2 V2
ty 0 1 % ~1 0 1 ®
t

2. Construir una tabla de senos, cosenos y tangentes de todos los
dngulos desde 180° a 270° a intervalos de 15°, usando la tabla del Ar-
ticulo 7.

Reducir las siguientes funciones a otras de un éngulo agudo:

3. cos 212°, Soluecion. —cos 32°, 0 4. sen 263°,
—gen H8°.
5. sen 582°. Solyeion,  —sen 42°, 6 6. ctg 570%

—cos 48°%
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7. tg or, Solueron. tgz , 0 8. cosg—f-r- 3
5 5 7
g

.

9. sec 255°. Solucibn. —see 75°, O 10. csc 607°.
—csc 15°.

1. csc910°.  Solucion. —cse 10°, 6 12. tglg.’.’ .
—sec 80°.

Expresar las siguientes funciones como otras de un dngulo agundo
menor de 457:

13. cos 1T X Solweibn.  —sen e | 14. sec or ‘
12 12 4
o ‘ < 5 PG 237
15. tg 236,5". Solueitom. ctg 33,5°. 16. sen =
17. sen 594°. Solueitn. —cos 36°. 18. cos 260° 53, 4.
Hallar los valores de las siguientes funciones:
19. sen 216°. Solueitn, —0,5878. 20. cos 193°.
21. ctg 572°, Solueion. 1, 6003. 22. tg 6227,
23. tg‘is’l : Solueibn. 0,7265. 24. csc 8_7”. .
: 2/ 3 7
25. sec 930°. Solucion.  — ——\3/— . 26. s=en 5 -

27. Formulas de reduccion para angulos comprendidos en
el cuarto cuadrante. Primer método. l.as funciones de un
dngulo del cuarto cuadrante cuyo lado final sea OBy (fig, 37)
son s mismas que las funciones correspondientes del dngulo

positivo XODB4, ¥

(1) angulo XO B¢ = 360° — 4,
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siendo 4 la medida del dngulo agudo B:sOX. Los tridngulos
rectangulos OMP1 y OMP; son iguales. Las coordenadas de
P, son (a, b). Las coordenadas de Pi son (a,—b), y

OP1=0Pi=r.
Por tanto, para los angulos
360°—A4 (=Z£X0Bs) y A(=4£X0B),

Y'
Fig. 37

tendremos:
sen (360°—A4) = —sen A4; csc (360°—A4) = —cse 4;
cos (360°—A) = cos A; gec (360°—A) = sec A;
tg (360°—A) = —tg A; ctg (360°—A4) = —ctg A.

En consecuencia, tenemos el siguiente

Teorema. ILas funciones de un angulo del cuarto cuadrante
son tguales, en valor absoluto, a las funciones del mismo nombre
del angulo agudo comprendido entre su lado terminal y el lado
final de 360°. Los signos algebraicos son los que corresponden a
un angulo del cuarto cuadrante, :

[ " .
Al “dngulo agudo  a que se refiere este teorema se le suele
llamar angulo relacionado.
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Ejempro 1. Expresar sen 327° como una funcion de un éngulo
agudo y hallar su valor.

Soluecion. Como 360°—327°=33°, el angulo relacionado es 33°.
sen 327°=sen (360°—33°) = —sen 33°= —0 5446.

Eiempro 2. Hallar el valor de ctg 57;1

Solucion. ctg 5?- = ctg 300° = etg (360°—60°) = —ctg 60°

e )
VE
Ejevrro 3. Hallar el valor de cos 1000°.
Solucion. Este es un 4ngulo del cuarto cuadrante, porque
1000° — 720° = 280°.
Por tanto, cos 1000° = cos 280° = cos (360° — 80°) = cos 80°
=0, 1736.

Segundo método. El angulo positivo XOBs puede escri-
birse también 270°+ B, en donde B mide el dngulo agudo
Y’OB:. Como los angulos Y’OBs y BsOX son complementa-
rios tenemos, por el teorema del Articulo 24 combinado con los
resultados anteriores, y recordando que 360°—A4 =270°+ B,

sen (270°+B) = —cos B; csc (270°+B) = —sec B;
cos (270°+ B) = sen B; sec (270°+B)
tg (270°+B) = —ctg B; ctg (270°+B)

csc B;

—tg B,

En consecuencia, tenemos el siguiente

Teorema. Las funciones de un angulo del evarto evadrante
son iguales, en valor absoluto, a las cofunctones del mismo nombre
del angulo agudo comprendido entre su lado termanal y el lado
final de 270°. Los signos algebraicos son los que corresponden a
las funciones de wn angulo del cuarto cuadrante.
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Esempro 4. Hallar el valor de cos l—:—iz por el segundo método.,

_)
Solucion. coa_l_:.iir = cos 330° = cos (270°4-60°) = sen 60° = -—,\/2;5’

Como anteriormente, el primer método es generalmente
preferible.

PROBLEMAS

. Construir una tabla de senos, cosenos y tangentes de todos los
fngulos desde 180° a 360° a intervalos de 30°.

Solueion.
180° 210° 240° 270° 300° 330° 360°
sen 0 - .1. | i _\./_:.;. -1 e ﬂ L .l_ 0
2 2 2 2
COR -1 AN i_._a -t .l_ 0 _l_ .}/_— 1
2 2 2 2
¢ 0 : V3 V3 208 ey
] [ ] T T
¢ V'3 | V'3

2. Construir una tabla de senos, cOSenos y tangentes de todos los
fingulos desde 2707 a 260° a intervalos de 15°, usando la tubla del Ar-

ticulo 7.

Reducir las siguientes funciones a otras equivalentes de un dngulo
agudo:

3. sen 291°. Solucion. —sen 69°, O 4. cos 316°%
--cos 21°.
5. cos333,3°%  Solucion. cos 26,7°, 0 6. ctg 669, 3°.
sen 63 ,3°. r
J
7. tg 700°. Solucion, —tg 20°, 0 8. sen 289° 16,

at Ct'g 7000
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9. cscgsf— Solucibn. —csc —:— ;| 10. sec:-,'lr o
—secor .
10
1l. ctg 5,2. Solucion. —ctg 1,08, 6 12. tg 275,5°.
—tg 0,49,
Hallar los valores de las siguientes funciones:
13. sen 301°. Solucion, —0,8572. 14. cos 342°,
15. cos 353°. Solucion.  0,9925. 16. sen 317°.
17. tg 703°. Solucion. —0,3057., 18. ctg 659°.
19. ctg Ll Solueion. —1. 20. tg .
4 d
2. sec2B",  Solucion. 2V 8, 22. csc 177,
6 3 9
23. csc 675°. Solucion. —+/ 2. 24. sec 701°.

28. Reduccién de funciones de Angulos negativos. Exis-
ten relaciones sencillas entre las funciones de los dngulos
A y —A siendo 4 un angulo cualquiera. Es evidente que

Y Y
A A
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" Ay —A estardan uno en el primer cuadrante y el otro en el
cuarto, como los dngulos XOB1 y XOB; (fig. 38); o uno
estard en el segundo cuadrante y el otro en el tercero,como
los angulos XOB: y XOBs (fig. 39). -

En cualquiera de las dos figuras, los puntos escogidos
sobre los lados finales tienen la misma abscisa e iguales
radios, y sus ordenadas difieren solamente en el signo. En-
tonces, entre las funciones de los dingulos XOB1 y XOBs de
la figura 38, y XOB: y XOBs de la figura 39, obtenemos
las siguientes relaciones:

gen (—A)= —sen 4; ese .(—A) =—csc A;
cos (—.A)=cos A; gec (—A)=sgec 4;
tg (—A)=—tg 4; ctg (—A)= —ctg A.

En consecuencia, tenemos el siguiente

Teorema. Las funciones de — A son iguales, en valor abso-
luto, a las funciones del mismo nombre de A. El signo algebrai-
co, sin embargo, cambia para todas las funciones excepto para el
coseno y la secante. *

¢ Otro método para reducir las funciones de un &ngulo negativo
consiste en agregar al éngulo negativo un miiltiplo tal de +360° que
la suma sea un éngulo positivo menor de 360° Las funciones de este
éngulo positivo serdn lug mismas que las del 4ngulo negativo dado, ya
que sus lados terminales estarn en coincidencia. Como ilustracion,
consideremos el siguiente:

Esewrro. Hallar el valor de cos (—240°).
Suluecibn. Sumando +360° a —240° da +120°. Y por lo tasito

cos (—240°) = cos 120° = cos (180°—60°) = —cos 60° = — 4.
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Esempro 1. Expresar tg (—29°) como una funcién de un dngulo
agudo y hallar su valor.

Solucibn. tg (—29°)=—tg 29°=—0,5543.

Eiempro 2. Hallar el valor de sec (—135°).

Solucitn. sec (—135°) =sec 135° =sec (180°—45°) = —sec 45°

=—\/—2.

Esemrro 3. Hallar el valor de sen (—540°).

Solucibn. sen (--540°)= —sen 540°= —sen (360°4-180°)
= —gen 180°=0,

PROBLEMAS

Hallar los valores de las signientes funciones:

I. sen (—67°). Solueion. —0,9205. 2. cos (—292°),
3. cos (—138°). Solucibn. —0,7431. 4. sen (—400°).
5. tg (—33°). Solueion. —0,6494. 6. ctg (—117°),
7. ctg (—211°). Solucibn. —1,6643. 8. tg (—842°).
9. sec(—315°).  Solucibn. /2. 10. csc(—ﬁg’.’) ;
1. cse (_ ‘_;I) . Solucibn. —2. 12. sec (—700°).

29. Reglas generales para reducir las funciones de cual-
quier angulo a funciones de un angulo agudo. Los resultados
de los 1ltimos siete articulos pueden resumirse en las siguien=
tes reglas, en las que 4 representa un dwngulo agudo *;

* En caro de que el dngulo dado sea mayor de 360° se supone que
ha sido reducido primero a un dngulo positivo menor de 360°, mediante
la substraccion sucesiva de miiltiplos de 360°. O, si el dngulo dado es
negutivo, suponemos que ha sido reducido a un dngulo positivo por el
teorema del Artfculo 28.
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REGLAS GENERALES
I. Cuando el ngulo sea de 180°=A, o de 360° = A, sus

functones son numéricamente iguales, es de;fzr, en
valor absoluto, a las funczones del mismo nombre de A.

II. Cuando el angulo sea de 90°=A, o de 270°+ A, sus
funciones son numéricamente iguales a las cofuncio-
nes del mismo nombre de A.

II1. En todos los casos el signo del resultado es el que corres-
ponde a la funcion buscada, en el cuadrante en que
se encuentra el angulo.

En la regla I, al dngulo A se le(' suele llamar angwlo rela-
cionado.

Se recomienda al lector, siempre que sea posible, el uso de
la regla I, porque la probabilidad de cometer un error es
menor euando no cambia el nombre de la funcién durante
la operaeion.

En los Articulos 25-28 se demostraron geométricamente
las férmulas encontradas, siendo A y B ingulos agudos.
Como las tablas dan los valores de las funciones de angulos
comprendidos entre 0° y 90°, estas formulas proporcionan
un método para hallar el valor numérico de cualquiera de lag
funciones de cualquier @ngulo. Pero estas formulas también
son verdaderas cuando 4 y B no son agudos. Las demostra-.
ciones de esto, que son analiticas, se dardn posteriormente.
Una demostracion geométrica, en cualquier caso dado, se
puede obtener de una manera andiloga a como veremos en el
problema 45 del siguiente grupo.

PROBLEMAS

Reducir las siguientes funciones a otras de un éngulo agudo positivo.
. =en 138° Solucibn, sen 42°. 2. tg200°,

5
3. co8 (‘—300). S()I"(.'ié"o cCos 30°o ‘o tﬂg 88300
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4r

5. ctg 5 Solueion. —ctg % " 6. sec (— %I) .
7. cos '%’ : Solucitn. ~—cos = 8. sec 260° 40,
9. csc 835°. Solucitn. cse 65°, 10. ctg 356° 117,
3 , . o
. tg ("T ) Solucibn. tg-x.. 12. sec (—400°).
13. cos(—135°). Solueion, —cos 45°. 14. tg 275° 22’
I5. sen ( _%E . Solucibn. —sen %. . 16. cos 1000°.

Sin ugar tablas, hdllense los valores de las funciones trigonométricas
de los signientes dngulos, lLas soluciones estdn dadas en el orden seno,
cogeno, tangente.

3 1 2
17. 480°. Solueion., \/-2—., - - V'3, ete.
18. —60°,
3 2 V2
19. i Solueion, 4 v Tiew P T 1, etc.

200 — 22500

2. — 7 Solucitn. — 5, %‘ -1/53, otti
22. 420°. +

23. —150°. Solueion. —-;-, -—\./23, \gg, ete.
24. 780°, 0 _

25, —495°. Solucidn. --‘g—z, B e
26. —315°.

27. —4—’5 Solucitn, 3/53 , --.f,—, -3, ete.

28- = 27000
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Usando la tabla del Articulo 7, héllense los valores de las siguientes
fanciones:

29.
31.
33.
35.

37.

39.

41.

43.
45.

sen 128°.
tye 235°%

cos (—95°).
sen 275°.

157

COS8S —
4

cse 302°.

16m
ctl g9
875

cos (—211°).

Solueibn.
Solueion,
Solweibn,

Soluecion.

Solweion.

Solweibn.

Solueion.

Solueion.

0, 7880.
1,4281.
—0,0872.
—0,9962.

0,7071.
—1,1792.
1,3764.

—0,8572.

30. cos 147°,
32. sec 100°.
34. tg 687°,
38. ctg 1055°.

38. tg(—i;-"—-).

40. sen 316°.
42. cos 1500°.

44, sec (—77).

Deducir, geométricamente, las formulas que expresan las fun-

Fig. 40

ciones trigonométricas
de 90°4- B en términos
de las funciones de B,
gi B esté en el segundo
cuadrante.

Solucitn. Sea OBj
(fig. 40) el lado termi-
nal de cualquier &ngu-
lo del segundo cua-
drante cuya medida
sea B.

Construyamos

Z XOB3=%0°+B.
Tomemos
OI’; = Ol’2=r,

y tracemos las ordena-

das MP; y NP3 Designemos la posicion de P por eus coordenadas

(22, y2) y la posicion de P por (z3, s

). Es facil ver que los tridn-

gulog rectdngulos OM P2 y ONP; son iguales. Por lo tanto,

Tg= —Y2 € ya=z'3.".-
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De lar definiciones de las funciones trigonométricas, se deduce:

sen (90°+ 1)) = Y3 = 22 = cos B;
r I
cos (90°4B) =T3 = —¥2 = _een B;
r r
Ty Y2
Y3 Iy
» r X 5
pec (90°+ 1) = — = — — = —csc I
T3 Yn
CE8C (90”-*-})’ = .r_ = .)_ = sec 1.
Yz T2

Vemos, pues, que las formulas (5) del Articulo 25 son también verda-
deras si ) esta en el segundo cuadrante. Por este método se puede
demostrar facilmente que son también aplicables cunando I estd en el
tercero o cuarto cuadrantes y que, por lo tanto, son verdaderas para

todos los valores de D).

46. Deducir geomdétricamente las formulas que expresan las fun-
ciones de 90°+ B en términos de las funciones de B,

a) &i B estd en el tercer cuadrante;
b) si I estd en el cuarto cuadrante,

47. Deducir geométricamente las formulas para las funciones

de 180" -4, )
a) si .l estd.en el segundo cuadrante,

b) si .4 estd en el tercer cuadrante.

Congtruyendo las figuras en cada caso para ¢ en el seprundo, tereero
y cuarto cuadrantes, respectivamente, dedizeanse lns formnlas para
las funciones trigonométricas de cada uno de los siguientes angulos en

funcion de las del angulo .
48. 180”41, 49. 270° -1, 50. 270°+H.
Expresar cada una de las signientes funciones como una funcion de #
51. sen (=40). Solueiton.  —sen . B2, cos (270°—H),
63. tg (5407+"). Solucion, tg V. 54. cty (630°—1).
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55. sec (r—0). Solucitn. —sec 0. 56. sen (f+4450°).

57. cos (f—180°). Solucion. —cos b, 58, tg (:i‘;.-— ﬁ) 5

59. csc(ﬂ—§21 . Solucién. sec . 60. cqz(%f +u).
6l. cos( — .5_21 . Solucitn. sen 6. 62. sen (fi- 900°).
63. tg (_ %—h). Solucibn. ctg b. 64. sec (— b — "321) .

Demostrar las siguientes igualdades:

65. sen 420° - cos 390°+cos (—300°) - sen (=330°) = 1.
86. cos 570° - gen 510° —sen 330° - cos 390° = 0.

67. « cos (90°—z)+b cos (90°4-z) = (a—Db) sen .

63. m cos (.;. —z) _Ben (-:— -—z) = m senz cos Z.

69. (a—b)tg (90° —z)+(a+b) ctg (90°4-z) = (a—b) ctx z
— (a+b) tg x.

70. sen (g- +z) gen (m+4z)+4cos (.g- +z) cos (mr—zx) =0.

71. cos (7 +zx) cos (:%r -y) —sen (T74zx) een(:.;zf ..y)

=COS T Sen y—sen I cos y.

72. tgz+tg (—y)—tg (T—y)=tg Z.
73. cos (90°+a) cos (270° —a)—sen (180°—a) sen (36Q°—a) =2 sen?a.
)

gen (180°—y) t 9004_ 1 a3
sen (270° —¥) g (90°+v)+ o Gr0o—y) A

75. 3 tg 210°+2 tg 120°= - V3.
76. 5 sec? 135°—6 ctg? 300°=8.
77. cosl; (z—270°) =sen 132.

78. tg Y%(2r+x)=tg )2z

79. csc Yi(z—27) = —sec Jiz.

80. cos '4(y—810°)=—sen 139
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Reducir las siguientes funciones trigonométricas a otras de vn Angulo
menor de 45°.

81. sen 263°. Solucion. —cos 7°. 82. cos 284°,
83. ctg 333,3°. Soluciom. —ctg26,7°. 84, tg 462° 15,
85. cos 642° 10/, Solucion. sen 12° 1.  86. csc 614, 4°,
87. g Yi= ; Solucion. —ctg -;- . 88. cty <l "
10 d 3
89. sec LA . Solucibn, —cse — . 90. sen BT
14 7 14

Granville. Trigonometria, =~ 0.



CAPITULO III

LINEAS TRIGONOMETRICAS Y GRAFICAS
o
30. Definiciones de las lineas trigonométricas. Las defi-
niciones de las funciones trigonométricas dadas en el Articu-
lo 13, como razones de segmentos, son fundamentales. Para

Fig. 41 Fig, 42
Angulo en el primer cuadrante Angulo en el segundo cuadrante

¢ty 3

N
L&

Iig. 44
Angulo en el cuarto cuadrante

i

Fig. 43
Angulo en ¢l tercer cnadrante
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algunos fines, sin embargo, es conveniente emplear una re-
presentacion geométrica de los valores de las funciou.. por
medio de segmentos de recta dirigidos, llamados lineas trigono-
meélricas.

Un segmento de recta dirigido es aquel en que se toma en
cuenta el sentido. Si sus extremos son los puntos 4 y B,
los segmentos dirigidos AB y BA difieren en el signo.

En las figuras 41-44 estin sefaladas las lineas trigonomé-
tricas que definen las seis funciones trigonométricas, Kl
circulo es de radio unidad y se llama circulo trigonométrico.

En cada figura, las coordenadas del punto P del lado ter-
minal son £=0Q, y=QP. El radio r=0P=1,

Aplicando las definiciones del Articulo 13, obtenemos

gen AOP='—Q—P—- = QP;

OP(=1)
COS A0P=5}—,(()—g—l—-) = 0Q;
tg AOP= %% - m’—:";—l); AT
sece AOP=3([2) = OA(()ZI); 07;
ctg A()P'—-g?, = Olii 1)‘; BC;
ese A01’=g-£= f)_izg()’%lm).; 0cC.

Los segmentos QF, 00, ete. de las igualdades anteriores,
que dan ios valores de las lincas trigonométricas, estan diri-
« Yaque los triingulos OQP y 0A7T son semejantes.
=+ Ya que los triangulos OQFP y OBC son semejautes.
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gidos. 1.08 convenios establecidos respecto a como hay que
considerar el sentido, gon los siguientes:

El.segmento QP es positivo O negativo segin que el sentido
de Q a P sea hacia arriba 0 hacia abajo.

Un convenio semejante se aplica a AT.

Kl segmento 0Q es positivo O negativo segin que el sentido
de O a Q sea hacia la derecha o hacia la izquierda.

Un convenio semejante se aplica a BC,

El segmento OT es positivo 0O negative_segin que los senti=
dosde O aT ydeO a P sean iguales W opuestos,

Un convenio semejante se aplica a OC.

Las lineas trigonométricas asi definidas dan los valores
numéricos correctos de las funciones y también sus 8ignos

algebraicos.

31. Variacién de l1os valores de las funciones trigonomeé-
tricas a medida que varia el angulo. Las lineas trigonomé-

tricas dadas en el Articulo anterior son convenientes para
discutir la variacion de cualquiera de las funciones cuando el
angulo varia. Y

a. Seno y coseno. La figura 45 muestra los segmentos
(que representan los valores del seno y del coseno para angulos
comprendidos entre 0° y 360°. Aparecen en ella claramente
los resultados del Articulo 20, a saber,

gen 0°=0, cos 0°=1, sen 90°=1, etc.

Facilmente se pueden comprobar los siguientes enun-=
ciados:

Cuando ¢l angulo x crece desde 0° hasta 90°,

sen x crece de O al,

cos z decrece de 1a0.
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Cuando el angulo x crece de 90° a 180°,
sen Z decrece de 1 a0,

cos ¥ decrece de 0 a —1.

Cuando ¢l angulo x crece de 180° a 270°,
gen  decrece de 0 a —1,

cos T crece de —1 a 0.

B
Fig. 45

Cuando el angulo x crece de 270° a 360°,
sen T crecede —1 a0,

cos T crecede O0al,

b. La tangente. Designemos por el angulo agudo va-
riable AOT (fig. 46).

A medida que z decrece la tangente decrece, pues va
tomando los valores ATy, AT:, ete. Luego, como en el Ar-

ticulo 20, vemos que
tg 0° = 0.
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A medida que z crece de 0° a 90°, la tangente es positiva
y crece a partir de cero gegin los valores ATs, ATs, ete.
Al acercarse T a 90° el segmento AT crece mads alld de todo
limite sobrepasando cualquier
valor numérico dado. Esto se
expresa, en forma abreviada,
escribiendo tg 90° =+ .*

Si ahora suponemos que el
gngulo z es igual a AOP (ma-
yor de 90°) y lo hacemos de-
crecer y-aproximarse a 90°,
veremos que entonces la tan-
gente correspondiente, ATs, es
negativa y crece, en valor ab-
goluto, mds alld de todo limite.
Ksto se expresa en forma abre-
viada, escribiendo

tg 90°= — 0,

Fig. 46

Vemos entonces que la tan-
gente viene representada por los simbolos 4+ % o — % segun
que T vaya creciendo o decreciendo a medida que se aproxi-
ma a 90°. Estos dos dltimos resultados se condensan en la

igualdad
tg 900 = 00 ’

cuando, como en este libro, no se hace ninguna distincion

sobre la manera en que el dngulo se aproxima a 90°.
También, de la figura,

tg 180°=0, tg 270° = o,

como vimos en el Articulo 20.

+ 4 selee mds infinlo. —® se lee menos infinito. © se lee sim-
plemente infinito.
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Cuando el angulo x crece de 0° a 90°,
tg * crece desde 0 y se hace infinita.

Obsérvese que al aumentar el dngulo = la tg z también
aumenta y que la tangente no estd definida para z=90"
y I=2700.

¢. La secante. En la figura anterior, en la cual  repre-
senta el angulo agudo variable AOT, sec 2=07T. Entonces

gec 0°=0A4=1.
Por una discusion semejante a la de tg z, hallamos
sec 90° =0, sec 270° ==,

También sec 180°=—1.

Estos resultados concuerdan con los del Articulo 20.

Cuando z crece de 0° a 90°, sec x crece desde 1 y se hace
infinita.

Se deja al lector, como ejercicio, la discusion de la variacion
de sec z cuando T es mayor de 90° y crece.

d. La cotangente. Designemos por z el dngulo variable
AOC (fig. 47).

A medida que z
decrece, la cotan-
gente crece segun
los valores BCy, BCs,
etcétera, y a medida
que Z se aproxima
a 0°, la cotangente
crece sin limite.
{sto se escribe

Cs Cs B C C C C ¢

BI
ctg 0° =00, Fig. 47
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“ De la misma manera, hallamos
ctg 180° =00,

También, como puede verse de la-figura,

etg 90°=0,
ctg 270°=0.

)
Estos resultados concuerdan con los del Articulo 20.
Obsérvese que cuando  crece, y tiene un valor cualquiera
excepto 0° 6 180°, ctg = decrece.

e. La cosecante. Empleando la figura 47, vemos que a
medida que z decrece, la cosecante crece gegiin los valores
0Oy, OC:, ete., y a medida que T se aproxima a 0, la cose-
cante crece sin limite. Ksto se escribe

cse 0°=00,

De la misma manera obtenemos

ese 180° = 0.

También, de la figura,

cse 90° =1, ese 270°=—1,

Estos resultados concuerdan con los del Articulo 20.

Cuando z es un dngulo positivo pequeiio y crece hacia 90°,
cse T decrece y llega a ser 1. Se deja para el lector la discu-
sion correspondiente a otros valores de .

32. Representacion grafica de las funciones. [.a relacion
entre los valores tomados por una variable y los valores
correspondientes, tomados por una funcion de esa variable, se
aprecia claramente en una representacion gzeométrica en la
que los valores dadoes a la variable se toman como abscisas v
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los valores correspondientes de la funcin como ordenadas, de
puntos de un plano en el que se ha dibujado un sistema
de coordenadas. A la curva trazada por todos estos puntos se
le llama grdfica de la funcién.

La construccién de la grifica se efectia giguiendo las si-
guientes

REGLAS GENERALES PARA EL TRAZADO DE LA GRAFICA DE UNA
FUNCION

Primer paso. Se iguala a y la funcién.,

Segundo paso. Se dan valores diferentes a la variable (=x)y
se calculan los valores correspondientes de la funcion (=y), eseri-
biendo los resultados en forma de tabla.

Tercer paso. Se trazan los puntos que tengan por abscisas los
valores de x y por ordenadas los valores correspondientes de y.

Cuarto paso. Se construye una curva continua por todos estos
puntos en su orden, Esta curva es la grifica de la Sfuncion.

Esemrro 1. Construir la

grifica de 2z — 6. X :
Soluciton,  Primer paso. Sea -
y == 2: a— 60
Sequndo paso. Demos di-
ferentes valores a z y calecu-
Ignws los valores correspon- X- iyl x
dientes de y.
z Yy z ]
0| —6 0 | -6
r | =4[} =18
2| —2 || =21t
3 0 -3 —12
4| 2 || -4-14
51 | 4 -5 —16
6| 6 ~6 | —18 . v’ -
ete. ete. ete. | ete.
Fig, 48
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Xsf, 8i z=0, y=-—6; =—1, y=-—8§;
z=1, y=—4; r=-2, y=-10; -
z=2 y=-2, ete.

Poniendo estos resultados en forma tabular, las dos primeras colum-
nas dan los valores correspondientes de z e y cuando damos valores
positivos a z, y las dos dltimas columnas cuando se dan valores nega-
tivos a z. Para darle simetria a la tabla se ha puesto z=0 en ambog

pares de columnas,
Tercer paso. Tracemos los puntos encontrados.

Cuarto paso. Tracemos una curva continua para todos estos puntos
y obtengamos asf la gréfica de la funcion, que en este caso es una recta.

Eaeupro 2. Construir la grifica de z?—2z—3.

Solucion., Primer paso. Sea y=1zr?--2xr—3.

Sequndo paso. Calculando v
y para los valores dados a r, | A |
hallamos la siguiente tabla de t
valores: "
xr Yy xr Y
0 -3 0 -3
1 —4 —1 0
2 -3 -2 5
3 0 -3 12
4 5 —4 21
b 12 ete. | ete.
6 21
etc. | ete A\ I[
: Ji
Tercer paso. Tracemos los X >X
puntos encontrados.
Cuarto paso. Haciendo
pasar una curva continua
por todos estos puntos obte- i |

nemos la grdfica de la fun-
eion, Fig. 49
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PROBLEMAS

Construir las gréficas de las siguientes funciones:

. z+42. 6. 27,
2. 6-3z. 7. 2z2-—-4,
3. z2.
8. 8-—z2,

& oL =

z4 9. z35—4z43.
B ~=in

z—2 10. z3—4z.

33. Graficas de las funciones trigonométricas. Para
hallar la grifica de una funcién trigonométrica daremos
valores al dngulo; las medidas circulares de estos valores se
toman como abscisas, y los valores correspondientes de la
funcién se toman como ordenadas de los puntos de la grifica.

Ejempro. Trazar la gréifica de sen z.
Soluciébn. Primer paso. Sea y=sen z.

Segundo paso. Dando a z valores que difieran en 30°, caleulamos
los valores correspondientes de y por medio de la tabla del Artfculo 7
y lo estudiado en el Articulo 29. Al tabular los resultados se notaré
que los dngulos estdn expresados en grados y en medida circulur. Es
més conveniente, cuando se busca una funcién trigonométrica de un
dngulo, usar la medida en grados del dngulo, y, en cambio, al trazar
una gréfica es preferible usar su medida circular.

Tercer paso. Al trazar los puntos debemos emplear la medida circu-
lar de los dngulos como abseisa. La manera més conveniente de hacerlo
es medir distancias =3 1416 a la derecha e izquierda del origen y
dividir cada una de éstas en seis partes iguales. Entonces, cuando

z=0, y=0;

z=%=0,52, y=0,50=A48;
z=%=l,05, y=0,87=CD;
z-_;..=l,57, y=100=EF; etc.
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~  También, cuando

x=—-'6'-=-0,52, y=—050=GH; etc.

En la figura 50, tres pequeiias divisiones (sobre cualquier eje)=1.

I8 I | ]
z il z Y
0°| 0 o I o° 0 0
302 = 050 —30° 2 % — 0,50
us _9?',4 O3 /
60° | = 0s7 /Il -e0° | -Z | —087
| P / 3
90° | Z 1,00:"‘ -90° - = —1,00
1200 | 3.:- 087 || —120° | = 231 — 0,87
~ b;'—? "\., ; F O g
150° ..’26’.'_ | 050 || —150° | — 57" —0,50
180°| ~ | 0 —180° | g 0
7 | ‘7
2100 | 2% | —o50 || —=210° 2ol 0,50
% ¢ ’ b
‘/uid < 6 "'OI ;7 6
gpenngse 1] —sdpe 1 2T 0,87
: 3 - 3
00 | 37 | —100 || —20° | —37 | 1,00
2 W, ad 2 ;
S5 ‘ 5mr
aonehle 2% | =084 —3000 | = 2L 0,87
(\) o~ 3 ’ * ’
VL i ~O(F i
A 330° | 17 | —o50 || —330° L 0,50
o | I
360° | o7 0 —360° | —2r 0

Cuarto paso, Trazando por estog puntos una curva continua (fig. 50)
obtenemos la grifica de sen z para valores de r comprendidos entre
—~2r y 27. Esta curva se llama cuwrva seno o sinugvide,
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Discusion, a. Como sen (z+27) = sen 7, se deduce que
Yy = sen z = gen (z=+2m),

es decir, el valor de v no se altera si reemplazamos  por z=27, Eeto
significa, que dado un punto cualquiera de la curva se obtienen otros a
una distancia 27 a la derecha o a la izquierda. Por tanto, el arco
PNMLO se puede trasladar paralelamente a XX/, hasta que P coin-
cida con O, y entonces, al coincidir N con F, M con I, etc., PNMLO
tomaré la posicién OFIJK, que también serf una parte de la curva.
En el caso de la sinusoide se necesita, en consecuencia, trazar sola-
mente los puntos, digamos, de z=—m & z=m, lo que da el arco o
doble ondulacion MLOFI. La curva seno consta de un mimero infi-
nito de tales arcos extendiéndose a derecha e izquierda.

Y
L “ |
N S1F
- -PB
PeAL” TN I3 I IAARCIEN N SITIK Pl «
=27 =T R, JE X ¥ (1 | Wew.
. H 43 _.T‘L_f}{%— 0 3 | i
s o
| |
Y'
Fig. 50

b. De la grifica vemos que el valor méximo de y, o sea, de sen T es
1(=EF=QN, etc.) y el valor mfnimo es —1 (=58J = RL, etc.), mien-
tras ¢ puede tomar un valor cualquiera.

¢. Como la gréifica corta al eje de las z un nimero infinito de veces,

resulta que la ecuacion
gen z =0

tiene un mimero infinito de rafces reales, a saber, =0, &2, &4,
etcétera.

34. Periodicidad de las funciones trigonométricas. Al
estudiar la grafica de sen * hemos visto que & medida que el
ingulo crecia de O a 27 radianes, el seno crecia primero de
0 a 1, después decrecia de 1 a —1, ¥, finalmente, crecia
de —1 a 0. Cuando el dngulo variaba de 27 radianes a
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4~ radianes, el seno repetia la misma serie de cambiog, y asi
sucesivamente. Luego, el seno toma otra vez los mismos
valores cuando el dngulo varia 27 radianes en su valor. Esto
se expresa diciendo que el periodo del seno es de 2w, De ma-
nera semejante, el coseno, la secante y la cosecante pasan por
todos sus valores mientras el valor del dangulo varia 27 ra-
dianes.

La tangente y la cotangente, en cambio, pasan por todos
sus valores mientras el valor del dngulo varia = radianes,
Por tanto, el periodo del seno, coseno, secante y cosecante es
2 = radianes; mientras que el periodo de la tangente y de la cotan~
gente es de © radianes. :

PROBLEMAS

I. Dar por cuadrantes un enunciado completo de la variacion de
cada una de las funciones trigonométricas cuando el éngulo crece

de 0° a 360°,

2. Dar por cuadrantes un enunciado complelo de la variacion de
la funcion 4 cos 43 cuando # crece de 0° a 360°.

3. Partiendo de una figura en la que aparezean los valores de las
Iineas trigonométricas de # y los de las funciones de 180°—#, obtener
Ias formulas que expresan las funciones de 180°—# en funcion de las
funciones trigonométricas de .

4. Signiendo el método del Artfculo 33, construir ln gréfica de
a) cosz; b) tg z.

5. Usando la grafica de gen z y la relacion cos z = sen (_’Z +,),
2
dibujar la grifica de cos z.

6. Usando Ia grélica de sen z, construir la grafca de cse z a partir

‘0 ’ 1
de lu relacion reciproca csc z = —— |
Ben z
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7. Usando las gréificas de cos z y de tg x, construir las grificas de

sec z y de ctg z a partir de las relaciones reciprocas sec z = il )
Cos ¥
ctg z = __1_. .
tgx

8. Verificar la relacion cos (:c B ;f.) = —senz comparando la gré-

fica de cos z con la de sen z.

Construir las grificas de las siguientes funciones y compararlas con
la grifica de sen z:

9. ¥ senz. 10. 2 =sen z. Il. sen 2z. 12. sen 3z.

Construir las grificas de las siguientes funcionesg, para valores de z
a intervalos de medio radién:

13. cos %, 15. 14ty 2% .
() 2 /_ Ls
g wr
|40 488“-—. leo QSeC——.
3 )

17. Construir las gréficas de sen z y cos z con referencia a los
mismos ejes de coordenadas. Sumando geométricamente las ordenadas
correspondientes a las mismas abscisas triacese la grifica de sen z4-cos z.
;, Es periodica esta funeion?

35. Graficas de las funciones trigonometricas trazadas por
medio del circulo trigonométrico. El siguiente ejemplo ense-
nard como se puede trazar la grifica de una funcion trigono-
métrica, sin necesidad de usar ninguna tabla de valores
numeéricos de la funecion para diferentes dngulos como la
dada en el Articulo 7.

Eiemrro 1. Construir la grilica de sen z.

Solucibn. Sea y = sen z. Tracemos un circalo trigonométrico,
Dividamos la cireunferencia en un mimero cuanlgniera de partes igna-
les (12 en este cago). Por los diversos puntos de division bajemos per-
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pendiculares al didmetro horizontal. Entonces, el seno del éngplo AOB,
o, lo que equivale a la misma cosa,

seno del arco A B = QB,
seno del arco AE =NE,
seno del arco AJ = 0OJ, etc.

¥
 INUNE N
D DLElH
. B MM A
’ 2 12 1
x ATCIE CLIK q x
= ]
y
Y'
Fig. 51

Es evidente que si trazamos los puntos de un plano que tengan por
abscisas las longitudes de los arcos y por ordenadas las longitudes
correspondientes de las perpendiculares, estos puntos estardn sobre la
grifica de sen z. Si escogemos la misma escala que en el ejemplo del
Articulo 33, las dos gréficas pueden hacerse ¢dincidir. Cuando se esco-
zen escalas diferentes, las formas principales de las dos graficas de sen z
son las mismas y la discugion es la misma para ambas,

EN EL EN LA EN KL EN LA
CIRCULO GRAFICA CIRCULO  GRAFICA
Cuando z=urc cero=cero, Yy =cero=cero;
r=arc AB=0A, y=QB =AB;
z=arc AC =0C, y=0IC =CD;
z=arc A D =0FE, y=0D =EF;
z=arc AL =00, y=NE =G,
z=arc AF =0l y=MFI=1J;
z=arc AG = 0K, Y = Cero=Cero;

z=arc AH =01, y=MH=LM, etc,
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IreMrLo 2. Trazar la grdfica de cos z.

Solucion.  Sea y=cos 2. La curra coseno o cosinusoide 8¢ Conutroys
cCono Higlle:

Y
. A
11 951
X’ v - 2 e
3__!' N i 1L O 1. + =1 ar L2
puty H WV Ay 21 H 3 | éi'
_'L R
X7’

Fig. 52

Utilizando el mismo efrealo trigonométrico de la figura 51, se toman
los arcos cero, AB, AC, 'AD, etc., como abscisas y los segmentos
0Od, 0Q, OP, cero, ete., como ordenadas correspondientes, respecti-
vamente. Uniendo los puntos asi obtenidos tendremos la curva buse:-
da (fig. 52).

Kaemrro 3. Construir la grifica de tg z.

Nolueibn.  La cwrva tangente o tangentoide eg la representada en la
lignra 53.

i b W ot 3 . J
.o—F . #——4 %
b—~ -—4- b= e *_q i,
A 4 H T AR B ¢ +
- H t
- 2 gt T
j ; —4— »If -
T
| “‘;l" T X T
it ] ]__}: - A
Aw IBRLSER
=7 'Er [ ims '!!.: 2w |- Y
Ll 1 J e
HE P .
R it 1
SEE/ dUNENBERY i A
-‘r—» 4 !-.».. - .!-4 e -
aN =} ,' '..1 Al 4_ =
> ﬁ—' K
;_ Tt jl‘ 1
¥ 15 R4 '
b 1 W 4 B
4+ o - ‘
¥ Tt 1 ]
i }\-' p T T

Fig. 53

Granville. Trigonometrin, =7,
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Para su construccion, partiendo del cfreulo trigonométrico, tenemos:

EN EL  EN LA ENEL EN LA
CIRCULO  GRAFICA CIRCULO GRAFICA
Cuando =z = arc cero = cero, Y = Cero = Cero;
z=arc AB= 0A, y=AM = AB;
z =arc AC = 0C, y=AN = CD;
z=arc AD = OF, y= 0 = 0;
z=arc AFE = OF, y= AQ = FG@, etc.

Esgmrro 4. Construir la grifica de sec z.

Solucitn. La eurva secante o secantoide e8 la representada en la

figura 54. /'
- Y :
i ﬁ 1+
T |
= 1 f
11 -
-4 . 1+t TE. 5
A bid LG
] }o ' 4 p4—
TRl CrA R ) | 118
HERT S HELHREN HEuHIY L 35. 2T v
2 -l! ]; oL B D F i; - >,
H 'S | WA Zm
/TN LN
N
' Ak
igg y .- 4» -1 :-
1 444 LY H —
aEEEEEEEEE T
Fig. 54
Usando el efrculo trigonométrico, tenemos:
EN EL EN LA EN EL.  EN LA
CIRCULO  GRAFICA CIRCULO  GRAFICA
Cuando z = arc cero = cero, y=0A = 0A;
z=arc AB = OB, y = OM = BC;
z=arc AC = 0D, ¥y = ON = DFE;
z=arc AD = OF, y= o = w0;
z=arc AL = (G, y= 0Q = GH, etc.
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Faewrro 5. Construir la curva cotangente o cotangentoide,

)’

' Sl ial LluE g y

; HHHHRH HHH
— L] i A-Jn-b-qyao =

T : v 3 —+.4‘ ekt 1 %-
=] :A | a :H:'_,_«_;__, :

} : n-{.—< 1»» : 11¥ 4 J‘J r—

A4 \ [ I LTIy

Ll

1 ; D IT - .

v M T L2 ’ b

2ow '32! S y 2 N 3 FH T %’—' ‘er_’Y

~LTr 3 N} g

i H OHACE i 1 -

1 (" lr A e

f 4 —-4-}-1-- —4- r <—J' - - m»»r

14 = %1 SEERR Y 1T 1 z: Q-’ :

1 tHHHH T AT

24 M  REEER SEES tinSEEENE

s [ HEE l F'J"““”‘“‘L

+ 11 || SNNOEEEE) SEENS /-

t HRER AR AR ARE

Fig. 55

EigmrLro 6. Cunstruir |:l eurra cosecante o coseeantoide.

X

-~ : J 4
= + “+-+ —+
~ + +
= . .- Wt ‘::r—
— r—v-q — et 1 ; :
.- H 1
Y 1 M v < % H Fifh tHtH-
R IR (el AN ARE GEEEEHE Y SERH AN A
’ A x“‘ -2 A' T l-' ‘H ‘! -4 't 'r*
9 01 4.0 .-A-C E G I t -1 N
= T ; LT
i - HEEHEE H H
el " e: M : 2 )
- -I— - ~<>~L J - L I " +
: R ik T ; :. =
— - H R
-~ - - 4 e 4 A
-1 M r]’-i | v’ 11, :
Fig. 56
PROBLEMAS
Dibujar las grificas de
A, senr4cosrz, c. s=en 2r. €. SeN T Cos T,

b, Cus r—sen z. d. g2z
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PROBLEMAS ADICIONALES

I. Demostrar que la grifica de cada una de las siguientes funciones
puede obtenerse de una de las grificas del Artfculo 35 por un simple
cambio en las ordenadas. Trazar la figura correspondiente.

sen r 14-cosz
l14-cosz sen r

a. 2coe(3_2”. -:c). b. % tg(z—~x). ¢

2. Usando las gréficas del Artfculo 35 y suniando geométricamente
las ordenadas (ver problema 17, Art. 34), tricense las grificas de

a. cosz—sen . b. 3sen z-44 cosz.

3. Construyendo las grificas de y=tenz e y = —:- con referencia a

los mismos ejes, hallar, con un error menor de una décima, 14 rafz

positiva de la ecuacion sen z—% = (., ;Cudntas rafces tiene la ecua-

cion? Solucion. 1,9.

4. Comprobar la solucién del problema 3 construyendo la gréfica

d nz—-z—c
e Ee )

5. Demostrar que el valor de y
ctg T cos r—sec (:}-21 + z) (1—2 sen? z) +sen (—7)

es igual para todos los valores de z. JCuél ¢s este valor?



CAPITULO 1V
APLICACIONES

36. Objeto del ca itulo; cdlculos con nimeros aproximados.
Muchos problemas en los cuales los datos y las cantidades
que se buscan son longitudes, dngulos o ambas cosas, se
resuelven facilmente usando las funciones trigonométricas.
in este capitulo se presentan varios de tales problemas. En
el Articulo 7 se di6 una tabla de valores de las funciones de
los dangulos agudos, y de ella se hard uso en el Articulo 37.
Posteriormente, en los Articulos 38 y 39, nos referiremos a
una tabla mis extensa.

Cifras exactas. Se llama error absoluto de un nimero
aproximado a la diferencia entre el valor aproximado y el
ralor exacto. Si el error es positivo la aproximacién se dice
por exceso y si es negativo se dice por defecto. Diremos que
un ntmero aproximado tiene todas sus cifras exactas enando
su error absoluto es menor que una unidad del orden de la
tiltima cifra del ndmero. Si la aproximacion es por defecto,
todas las cifras exactas del niimero aproximado figuran tam-
bién en el nimero exacto; pero si la aproximacién es por
exceso la 1dltima cifra del nimero aproximado es superior en
una unidad a la correspondiente en el nimero exacto. Se
demuestra en Aritmética que si en la expresion desimal de un
nimero se suprimen todas las cifras que siguen a una de ellas,
v ge incrementa en una unidad la ltima eifra conservada
cuando la siguiente es mayor o igual a 5, v se deja invaria-
ble enando sea menor de 5, el nimero aproximado asi obte-
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" nido tiene un error ahsoluto inferior a media unidad del
orden de la iltima cifra conservada, y tiene todas sus cifras
exactas.

Los valores dados en la tabla del Articulo 7 tales como

sen 2°=0,0349, tg 46°=1,0355, sec 88°=28,654,

son aproximados de tal manera que, en cada caso, los erro-
res son menores que media unidad del orden de la dltima
cifra decimal. Es decir, los valores exactos estin compren-
didos:

de sen 2°, entre 0,03485 y 0,03495;

de tg 46°, entre 1,03545 y 1,03555;

de sec 88°, entre 28,6535 y 28,6545.

Al indicar las oifras exactas no se considera la coma deci-
mal, ¥y para nimeros menores que la unidad se omiten los
ceros inmediatos a la derecha de la coma. Es por esto que a
veces se les llama cifras significativas a las cifras exactas. En
los ejemplos anteriores las cifras exactas son, respectiva-

mente:
349, 10355 y 28654.

En este capitulo, en el que la solucién de los problemas, se
obtiene efectuando las cuatro operaciones aritméticas —adi-
¢ién, sustraccion, multiplicacién y division— con datos que
tienen solamente cuatro cifras exactas, es muy importante
recordar que en el resultado solamente cuatro cifras serin en
general exactas. Para aclarar esto, supongamos que se quiere
calcular a de la férmula

(1) a=c sen A,
a partir de los datos:

¢ =267, A=35°.
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De la tabla del Articulo 7 se obtiene:
gen 35° = 0,5736,

con cuatro cifras exactas. Por tanto,
(2) a = 267 x0,5736.

Efectuando el producto:
0,5736

267

40152
34416
11472

(3) a=153,1512

Este resultﬁdo nos da el valor @ con 7 cifras, pero sola-
mente cuatro de ellas son exactas. Aplicando lo dicho ante-
riormente, estas cuatro cifras son:

(4) a=153,2,

ya que, al suprimir las cifras que siguen a las décimas, hay
que incrementar en una unidad la dltima cifra conservada
por ser la primera suprimida igual a 5.

Para ver que las cuatro cifras son exactas observemos que
gi el nimero 0,5736 tiene exactas todas sus cifras, quiere
decir que el valor exacto de sen 35° estd comprendido entre
0,57355 y 0,57365 y, por lo tanto, el valor de a estard com-
prendido entre

(5) 0,57355 x 267 = 153,13785
y 0,57365 x 267 = 153,16455,

lo que nos indica que la diferencia entre el valor (4) de a,
153,2, y el valor exacto, es inferior a una décima, ya
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que 153,2 — 153,13785 = 0,06215. Esto nos dice que las
cuatro cifras de a = 153,2 son exactas.

Podria suponerse que el valor de a = 153,15 deducido
de (3) tiene también todas sus cifras exactas. Es fdcil ver
que-la cifra 5 no es exacta. En efecto, la diferencia entre el
valor exacto de a y el valor 153,15 es, segiin (5), mayor
que 0,01, pues es siempre mayor que 0,01454 que es
mayor que 0,01. Por definicion, la cifra 5 no es pues
exacta.

Cuando se aplican los principios de la Trigonometria a la
solucion de problemas pricticos —problemas de ingenieria,
por ejemplo—, se trabaja con datos que, generalmente, se
nan obtenido experimentalmente y que, por lo tanto, estdn
sujetos a error. Al tomar estas medidas se debe tener cui-
dado que estén hechas con el mismo grado de aproximacion.
Asi, seria evidentemente inidtil medir un lado de un trign-
gulo con mucho mayor cuidado que otro, porque al combinar
estas medidas en un ecdlculo, el resultado tendria, cuando
mas, una aproximacion igual a la del lado medido con menos
cuidado. Andlogamente, los dngulos de un trigngulo deben
medirse con el mismo cuidado que los lados.

Se supone que el niimero de cifras exactas indica el grado
de aproximacién que se tuvo al hacer la medida, y que dos
medidas cualesquiera que tengan el mismo numero de cifras
exactas tendrdn, en general, el mismo grado relativo de
aproximacion. Si los lados de un rectingulo, por ejemplo,
son aproximadamente de 936 metros y 8 metros, el lado mas
corto deberia ser medido, por lo menos, con dos decimales de
aproximacion, pues un error de 4 décimas, por ejemplo, en
la medida del lado msis corto, alterard el drea en 374 metros
cuadrados.

Las siguientes normas nos ayudarin a efectuar medidas
convenientemente y a evitar trabajo innecesario en nuestros
caleulos,
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1. Se debe procurar que, por lo general, todos los segmen-
tos medidos y las longitudes calculadas tengan el mismo
nimero de cifras exactas.

2. Cuando al medir o calcular una longitud se obtiene
solamente una cifra exacta, basta leer los dngulos con 5° de
aproximacion.

3. Cuando las longitudes se obtienen con dos cifras exac-
tas, los dangulos deben medirse con una aproximacién de
medio grado.

4. Cuando las longitudes se obtienen con dos cifras
exactas, los dngulos deben medirse con una aproximacion
de 5.

5. Cuando los longitudes se obtienen con cuatro cifras
exactas, los angulos deben medirse con una aproximacion

de 1’.

37. Problemas relativos a tridngulos rectdngulos. La
solucion de un problema dado dependera frecuentemente de
“resolver un triangulo”. Un tridngulo estd compuesto de seis
elementos, tres lados y tres dangulos. Resolver un triangulo
es encontrar los elementos que no se conocen. Un tridan-
gulo puede resolverse si se conocen tres de sus elementos, de
los cuales uno por lo menos debe ser un lado.* En un trian-
gulo rectangulo se conoce siempre un dangulo, el ingulo recto;
por tanto, un triangulo rectingulo puede resolverse si se
conocen dos lados, o un lado y un dngulo agudo. Como una
de las aplicaciones mas importantes de la Trigonometria ** es
la resolucion de triangulos, vamos a empezar con la resolucion
de triangulos rectangulos.

* Se supone que las condiciones dadas son compatibles, es decir,
que es posible la construceién del triingulo con los elementos dados.

*+#+ El nombre Trigunometria se deriva de dos palabras griegas que
signifiean ‘“‘medida” y “trifngulo’’.
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REGLAS GENERALES PARA LA RESOLUCION DE TRIANGULOS
RECTANGULOS

Primer paso. Se construye una figura que represente lo més
posible al triangulo en cuestion.

Segundo paso. Cuando se conoce un angulo agudo, se resta
de 90° para obtener el otro angulo agudo.

Tercer paso. Para hallar un elemento desconocido, se escoge
de (1) a (6) (Art. 4) una formula que contenga a dicho ele-
mento y a otros dos conocidos, y se despeja de ella el elemento que
se busca.

Cuarto paso. Se comprueban los valores hallados observando
81 satisfacen relaciones diferentes delas empleadas en el tercer paso.
Una comprobacion numérica apropiada es la relacién

a* = ¢*—b? = (c+b) (c—Db).
Los errores grandes se pueden localizar rectificando medidas.

La aplicacién de las normas que acabamos de dar puede
verse en los siguientes ejemplos.

Esevpro 1. Resolver un trifngulo rectingulo dados 4 =35°, ¢=267.
Hallar también su drea.

Solucibn. Primer paso. Dibujemos una figura indicando los elemen-

B

tos conocidos y las incégnitas (figu-
ra 57).

Segundo paso.
B=90°—A =90°—35°=55°,

Tercer paso. Para hallar a, use-
mos la férmula (1) (Art. 4)

BenA=2.
c
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Sustituyendo el valor de sen A =sen 35° =0,5736 (hallado en la
tabla) y ¢ =267, tenemos

0,5736 = L.
267

Por tanto, a = 267X0,5736 = 153, 2.

Para ballar b, usemos la formula (2) (Art. 4);

cosA=-'l.
'

Sustituyendo como anteriormente, tenemos

0,812 =",
267
ya que segiin la tabla cos A = cos 35° =0,8192. Despejando b, ten-

dremos
b=0,8192X267 = 218,7.

Cuarto paso. Midiendo los Jados podemos comprobar los resultados
para ver que no haya errores grandes. Como una comprobacion numé-
rica hallamos que los valores de a, b, ¢ satisfacen la condicion

c? = a? 4 b2,
Para hallar el 4rea del tridngulo, tenemos

ama=‘_'29 - 13,2 X218,7 ~16750.

Esempro 2. Una escalera de 30
decfmetros de largo estd apoyada
sobre la pared de un edificio (figu-
ra 58), estando su base a 15 dm
del edificio. jQué dngulo forma la
escalera con el piso?

Solucion. Nuestra figura muestra
un tridngulo rectdngulo del que se
conocen la hipotenusa y el lado ad-
yacente al dngulo buscado (=uz).
P'or tanto,

COR T = 19;o= 14,

Por el Artfculo 5, = = 60°,
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Ahora’deduciremos tres férmulas por medio de las cuales

se puede simplificar la resolucién de trigngulos rectdngulos.
De (1), (2), (3) (Art. 4), se deduce:

De sen A = — ’
B (o
resulta a = c¢sen A.
b
; De cos A =—,
a C
resulta b =¢ccos A.
A C
o De tg A = % .
Fig. 59
resulta a=>btg A.

Estos resultados conducen a las importantes reglas siguien-
tes que son de gran aplicacion:

(38) Un cateto=hipotenusa x seno del angulo opuesto.
(39) Un cateto= hipotenusa xcoseno del angulo comprendido.

(40) Un cateto=otro cateto x tangente del angulo opuesto al
primero.

Resolucion de tridngulos isésceles. Un triingulo isdsceles
queda dividido por la perpendicular bajada de su vértice a la
base en dos triingulos rectingulos iguales; por tanto, la reso-
lueidn de un tri:ingulo isdsceles puede hacerse depender de la
resolucion de uno de estos tridngulos rect:ingulos. Los siguien-
tes ejemplos ilustrarin el método:

Eiemrro 3. Los Indos iguales de un triingulo isosceles tienen cada
uno 40 cm de largo, v los 4ngulos en la base son cada uno igual a 25°,
Resolver el tridngulo y hallar su frea.

Solucion. B=130°—- (A 4} =180"— 50° = 130°,
Bajemos la perpendicular 21 a A¢.

AD=_1B cos .l =40 cos 25°= 10X0,€063=36,25. Por (39)
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I'or lo tanto, AC=2AD=72,50 cm,

Para hallar el drea necesitamos ademés la altura BD.

BD= 4B ren .1=40 gen 25° Por (38)
=40X0,4226 =16, 90.

Comprobacion. BD=AD tg 25°= 36 ,25X0,4663=16,9. Por (40)

Finalmente, drea='% ACXBD=612,6 cm?

Eaemrro 4. Un establo dé 60 decimetros de ancho tiene un techo
cuya forma aparece en la figura 61 y cuyas alas tienen una longitud
de 300/ 2 decimetros. ;Cuél es la inclinacion de las alas del techo con

respecto a la horizontal, y a qué distancia esté el vértice superior B de
la recta AD (fig. 61)?

Solucién. Bajemos una perpendicular de B a AD. Entonces

AC _ 30 _. o
AB 3042 V2

B

CoOs T =
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Por tanto, =45°= inclinacion de las alas del techo.

También, BC !‘=A B sen z Por (38)
2o 1
V2
=30 dmn

= Altura del vértice superior B sobre
el lado AD.

Comprobacion. AB = VA + BC? = V/(30)2 4 (30)2
= /1800 = 30v/ 2.

Resolucion de poligonos regulares. l.as rectas trazadas
desde el centro de un poligono regular de n lados (fig. 62)
a los vértices, son radios del circulo circunserito y dividen
al poligono en = tridangulos
isdsceles iguales, Las per-
pendiculares trazadas del
centro a los lados del poli-
gono s=e llaman apotemas
del poligono y son radios del
circulo inserito, las cuales
dividen a estos n trizingulos
186sceles iguales en 2n tridn-
gulos rectingulos iguales.
Por tanto, la resolucién de
un poligono regular depende
de la resolucién de uno de
estos tridngulos rectingulos.
Por (icometria sabemos que el dngulo central

ABC = 360°.

n

luego, en el tridngulo rectingulo ABD tendremos:

y 180°
angulo x = .
n
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AD = < — 1a mitad de la longitud de un lado,

También,

radio del circulo eircunserito,

Il
= w|
[

AB

BD = r = apotema o radio del cfrculo ins-
erito,

p = nc = perimetro del poligono,

— = grea del poligono.

Eoempro 5. El lado de un decigono regular (fig. 63) es ignal a
10 cm; hallar los radios de los circulos inscrito y circunscrito y el drea

del poligono.

Fig. 63

Solucibn. Como en este ejemplo n =10, tenemos

o 180° . 180° _ 18°.
N 10

De la figura se deduce:

R = cniiass ol inalls: = 16518 om,
sen 18° 0, 3080

5 D

y r o= = > = 15,39 cm,
tg 18° 0,3249
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Compn obaciom,

T aunbién,

por tanto,

’ r
area = ’i =
2

TRIGONOMETRIA

r=R cos 18° = 16,18 X0,9511

=15, 39.

P

2

10X10 = 100 ¢m
perimetro del poligono;

10 X15,30 , 769 ,5 cm?,

PROBLEMAS

Resolver los siguientes tridngulos rectdngulos (C=90°), dados:

l.
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
9.
10.
I.
12.
13.
4.

15.

A =20°, c¢=80.
B=51°, ¢=250.
A=36° c=1.
A =25° a=30.
A=10° b=30.
B=55° b=10.
A=75° a=80.
a=2, c¢=2,68284.
¢=43, a=38,3l.
a=36,4, b=100.
a=23,32, b=>50.
b=9,696, c=20,

a=30,21, ¢=33,33.

a=13,40, b=>50,

Solweion.,

Solweion.

Solueion,

Solueion.

SU[U('i&N .

Solneion,

B=70°, a=27,36, b=75,18.

B=54°, a=0,5878, b=0,8090.

B=80°, a=>5,289 ¢=30,46.

B=15° b=21,43, =82 82.

A=63°, B=27°, b=19, 52,

4=25°, B=65° c=55,18,

Solucion. 41=65°, B=25° b=14 09,

Un drbol ha sido roto por el viento de tal manera gue sus dos
partes forman con la tierra un tridngulo rectingulo. La parte superior
forma un dngulo de 35° con el piso, y la distancia, medida sobre el
pigo, desde el tronco hasta la cispide cafda del rbol es de 5 metrog,
Hallar la altura que tenfa el drbol,

Solweibn. 9,605 m.
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16. Para calcular el ancho de un rfo, se midié una distancia, AR
(ligura 64), a lo largo de su orilla, tomédndose el punto 4 directamente
opuesto a un drbol, C, sobre el otro lado. Si se observé que el 4ngulo

ABC era de 55° y la distancia 4 B de 10 me-

tros, héllese el ancho del rio. ’/? f// (m !U’
: 87
17. Dos fortalezas de observacién de un 5 ;7 M C'é
puerto estdn separadas una distancia de dos ,///// :;‘ (m 7
millas y exactamente sobre la direccion Este é//d’ ; A ‘:f ;’
Oeste. Desde una de ellas se observa un aco- ,/§// 1 Wl Y~
razado exactament: en la direccion Sur y 7//% ."i(} /‘,!,' /g
desde la otra se observa a 15° haciael Este Z4 .l s
del Sur. ;A qué distancia esté el acorazado /f%// 1,‘(' ( // (I /"é
Al I (&7

de la fortaleza mas cercana?
Solueibn. 7,464 millas. .
Fig. 61

18. Un méstil de un navfo tiene una altura
de 30 metros sobre el nivel del mar. Un observador colocado en un

bote ve el mdstil bajo un_angulo de 5°. Si el dngulo estd en un plano
vertical, ja qué distancia estd el bote del navio?
/

19. El palo central de una tiecnda de campaiia de forma de cono
circular tiene una elevacion de 6 m y su parte superior esta sostenida
por cuerdas de 12 m de largo amarradas a estacas clavadas en la tierra.
LA qué distancia estdn las estacas del pie del mastil central? (Codl es
In inclinacion de los cables con la tierra?  Solucitn. 10,39 m; 30°.

20. Los dngulos iguales de un tridngulo isosceles son de 35° yla
buse es de 393,18 cmi. Hallar los otros elementos del triangulo.
2l. La base de un tridngulo isisceles mide 300 em vy su altura

150 em. Resolver el tridngulo.
Solueibn,  Angulo en el vértice=90°, dngulos ignales=45", lados

lrnales=212, 13 cm.
22. La base de un tridngulo isésceles mide 24 em y el dngulo en el
vertice es de 48°; hallar los otros elementos y el drea.

23. La base de un tridngulo isésceles mide 100 m, y s altura es de
Solueion. 61,04 m; 35°, 110,

45,01 m. Resolver el trigngulo.

24. El terreno ocupado por un granero es de 24 m por 12 m, yla
inclinacion de lus alus del techo es de 45°. Hallar la longitud de las

Grmaville, Triconometria. — 8.
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vigas y el area del techo completo, siendo la proyeccion horizontal de
la cornisa de 30 cm,

25. El lado de un pentéigono regular es de 24 ¢in; hallar R, r y el
area. Solueion. 20,42 em, 16,52 cm, 991,2 cm?2,

Hallar los elementos que faltan y el drea de un poligono regular,
teniendo como datos:

26. »=9, c=12.

27. n=18, R=10. Solucion. r=9,848, ¢= 3,472, drea =307,7.
28. n=20, R=20.

29. n=12, r=8. Solucion. R =8,28, ¢=4,29, édrea = 206.

30. El lado de un pentagono regulares de 21,78 em. Hallar la lon-
gitud de una de sus diagonales,

31. El lado de un hexdgono regular es de 24 e, Hallar los radios
de los eirculos inserito y eircunserito, la diferencia entre las dreas del
hexfgono g el eirculo inscrito y la diferencia entre las éireas del hexé-
gono y el eirculo circunserito.

Nolneion. R =24cm, »=20,8cm; 139,1 cm?, 311 cm?.

32. Si ¢ es el lado de un poligono regular de n lados, demués-

trese que

1 1 1807
R= Z_resc. y r=_—_¢ Ctg ~ .
p. % 2 € n

33. Si r esel radio de an cirenlo, demostrar que el lado del polfgo-
Q

no regular inserito de » lados es 2r gen , ¥ que el lado del polf-

180"

n

"

gono regular ecircnnserito es 2r ty

38. Tabla de valores del seno y del coseno; interpolacidn.
LLa tabla IV,* da los valores naturales de las funciones
seno y coseno de los dngulos comprendidos entre 09 y 90°

«  Las tablas a las que se hace reterencia son lug que van al tinal del

lihrn.
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a intervalos de 10/. Estos valores tienen una aproximacion
de una diezmilésima. Una simple ojeada a la tabla .c,elard
licilmente la manera en que estos valores estdn tabulados.
Para el seno, los grados aparecen en la primera columna de
la izquierda de cada pagina y la graduaciéon crece de arriba
hacia abajo. Las decenas de minutos que exceden de un
nimero dado de grados se leen en las filas de arriba de izquier-
da a derecha. Para el coseno, los grados aparecen en la Gltima
columna de la derecha de cada pdgina y la graduacidon crece
de abajo hacia arriba. Las decenas de minutos se leen en la
primerd fila de abajo de derecha a izquierda.

[.a diferencia entre dos valores sucesivos cualesquiera de la
tabla se llama diferencia tabular.

Esta tabla y la tabla V se usan de dos maneras: 1) dado
un angulo, hallar el valor correspondiente de una funcion de
este dngulo, y 2) dado el valor de una funcién, hallar el
angulo correspondiente. e

Los siguientes ¢jemplos enseiian el uso de la tabla.

Esempro 1. Hallar seh 28°40%. En la tabla 1V, en l& columna
encabezada con Ang., grados, buscamos 28°, Siguiendo la fila corres-
pondiente a este nimero vamos hacia la derecha hasta la columna
encabezada con 40’; donde cruzan fila y columna hallamos el niime-

ro 0,4797.
I’or tanto, sen 287 40/ = 0, 4797.

Kiemrrno 2. Hallar cos 77° 10 En la tabla IV, en la colummna dé
los grados de la derecha, leyendo hacia arriba, hallamos 779 Avan-
zando hacia la izquierda, hasta la columna en que apucece 10° en su
parte inferior, hallamos el nimero 0,2221, Por tanto,

cos 77° 10" = 0, 2221,
En caso de que el dingulo dado sea tal que el valor corres-

pondiente de una funcion no esté tabulado, se hace necesario
hallar este valor por un proceso separado. Este proceso se
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llama interpolacién. Los siguientes ejemplos ensefian como
ge efectia la interpolacion:

Esemrro 3. Hallar sen 62°46’. En la tabla IV encontramos
sen 62° 50’ = 0,8897
y sen 62° 40’ = (0, 8884.
Vemos que un incremento de 10’ en el éngulo produce un incremento
de 0,0013 en el seno. Si suponemos que el incremento en el seno es

proporcional al incremento en el dngulo, el incremento en el seno
correspondiente a un incremento de & en el 4ngulo es

0,6%0,0013 = 0,00078.

Este nimero es después “‘redondeado’” a la aproximacion que da nues-
tra tabla, es decir, a cuatro cifras decimales. Asi, el incremento

0,00078 se escribe 0,0008. Por tanto,
sen 62° 46/ = 0, 8884+4-0,0008 = 0, 8892,

Debemos hacer obgervar, sin embargo, que el incremento en el seno de
un dngulo no es exactamente proporcional al incremento en el dngulo.
Pero cuando la variacion en el 4ngulo es muy pequeiia, la interpolacion
asi efectuada da un valor suficientemente aproximado.

Esemrro 4. Hallar cos 57°23'. De la tabla IV tenemos
cos H7°30/= 0, 5373
cos 57° 20/ =0, 5398

10 0,0025

La interpolacion se hace como en el ejemplo anterior. Pero como el
coseno decrece a medida que el dngulo crece, debemos restar la parte
proporcional. Ahora 0,3X0,0025 = 0,00075. Expresando el resultado
en cuatro cifras decimales, podemos escribir con la misma aproxima-
cion 0,0007 6 0,0008. En cdlculos largos tomnamos el digito inmediato
snperior al nimero que precede a un 5 colocado en el quinto lugar
solamente si éste es impar. De esta manera los errores tienden a balan-
cearse unos con otros. Por tanto,

cos 57723’ = 0, 5398 —0,0008 = 0, 5390,
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PROBLEMAS

Hallar los valores de las siguientes funciones:

I. sen 43°18/, Solweion. 0, 6858. 2. cos 23° 16'.
3. cos 79° 5¢. Solweion.  0,1753. 4. een 65° 30'.
5. sen 8° 2/, Solucion, 0, 1398, 6. cos 45° 45/,

Los ejemplos que siguen enseiian el procedimiento seguido

para encontrar un dangulo correspondiente a una funcién
dada:

Eiemrro 5. Dado sen .4 =0,8150, hallar A.

En la tabla IV hallamos que 0,8150 estd entre 0,8141 y 0,8158. Y
sen 54° 40’ = 0, 8158
sen 54° 30'= 0, 8141

10/ 0,0017

Un incremento de 0,0017 en el seno produce un incremento de 10/ en
el d4ngulo. Un incremento de 0,8150—0,8141=0,0009 en el seno pro-
ducird un incremento de %7 de 10/ =5,3’. Pero una tabla de cuatro

decimales da solamente la aproximacién correspondiente en el dngulo
hasta un minuto. Por tanto,

A = 54" 30’45 =54° 35,
Esemrro 6. Dado cos A =0,3362, hallar A.
En la tabla IV, hallamos

cos 70° 30'= 0, 3338
cos 70°20'= 0, 3365

—

1Y 0,0027

['na disminuecion de 0,0027 en el coseno produce un incremento de 10
en el Angulo. Por tanto, la parte proporcional 3;; de 1Y, o sea, 1’ es
sumado nl dngulo mdas pequenio, y se obtiene

A= T0° 21%
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PROBLEMAS

Hallar el valor de 4, en el primer cuadrante, correspondiente a cada
una de las signientes funciones:

1. sen A=0,3365. Solucion. 19° 40'. 2. sen A=0,5032.
3. ‘cos 4=0,8613. Soluciom. 30° 32’. 4. cos A=0,3372.
5. sen .1=0,9956. Solucion. 84° 37'. 6. cos A=0,1630.

39. Tabla de valores de la tangente y la cotangente. La
tabla V da los valores de las funciones naturales tangente y
cotangente de los dngulos comprendidos entre 0° y 90° a
intervalos de 10/, La disposicion de esta tabla es la misma
que la de la tabla IV. La interpolacion se efectia de la mis-
ma manera que para el seno y el coseno.

Esexrro. Hallar ctg 34° 48, De la tabla V tenemos
ctg 34° 50/ = 1,437
ctg 34° 40/ = 1,446

10/ 0,009

Una disminucion de 0,009 en la cotangente da lugar a un incremento
de 10/ en el dngulo. La parte proporcional 0,8x0,009 =0,6007, se

resta. Ks decir,
ctg 34° 48’ = 1,446—0,007 = 1,439,

La interpolacion no debe hacerse por la tangente de un 4ngulo com-
prendido entre 82° y 90°, ni para la cotangente de un d4ngulo compren-

dido entre 0° y 7°.

PROBLEMAS

Hallar el valor de cada una de las siguientes funciones:

1. tg 15° 24, Solueion. 0,2754. 2. ctg 35° 18/,
3. tg RO° 12, Solucion. 5,789, 4. een 75° 16,
5. ctg 55° 43. Solucion. 0,6817. 6. cos 25° 47,
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7. ctg 169° 19, Solucion, —5,301. 8. sen 217° 17,
9. tg 333°33'. Solueiom. —0,4975. 10. cos (—46° 25).
I tg 163° 42/, Solucitn. —0,2925. 12, otg (—273° 55).

Hallar el valor de A, en el primer cuadrante, correspondiente a cada
una de las siguientes funciones:

13. tg A=0,7673. Solucion. 37° 30'. 14. ctg A= 0,4452.
I15. ctg 4=0,5730. Solucion. 60° 11, 16. tg A=2,666.
17. sen 4=0,9678. Solucion. 75° 26'. 18. cos A =0,4182.
19. tg A=0,3589. Soluciton. 19° 45, 20. ctg A=3,298.
21. cos A=0,7121. Solucibn. 44° 36/. 22. sen A=0,7121.
23. tg A =4,200. Soluciom.  76° 36/, 24. ctg A=1,028.

Hallar los valores de z desde 0° a 360° que satisfacen cada una de
las signientes ecuaciones:

25. cosz=—1,  Solucibn. 120°, 240°.
26. sen x=9-'f 3420. ’

/

27. cos z=0, 3420. Solucion. 70°, 290°.
28. tgz=0,4822.
29. sen r=—0,9442.  Solucion. 250° 46/, 289° 14,

30. cosz=—0,4183.

40. Términos que se presentan en los problemas trigono-
métricos. Vertical de un lugar es la linea que coincide con la
direceién que marea la plomada,

[/na linea horizontal
es una perpendicular
n la vertical.

Un plano vertical es
¢l gque contiene a la
vertical, Fig. 65

(LU

oo

oo
1

{fnea horizontal
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Plano horizontal de un lugar es el plano perpendicular a la

vertical.,
{'n angulo vertical es aquel que esta contenido en un plano

vertical.
L'n anguio horizontal es uno contenido en un plano hori-

zontal.,

Angulo de elevacion de un objeto sobre el plano horizontal
del observador, es el dangulo vertical formado por la visual del
observador al objeto y una visual horizontal.

Angulo de depresion de un objeto situado por debajo del
plano horizontal del observador, es el ingulo vertical formado
por la visnal al objeto v la horizontal que pasa por el ojo del

observador.
Lineo horizontal

Fig. 66

Distancia horizontal entre dos puntos es la distancia de uno

de ellos a la vertical del otro.
Distancia vertical entre dos puntos es la distancia de uno de

ellos al plano horizontal que pasa por el otro.

D B

A iy
Fig, 67
Asi, sea BC (fig. 67) la vertical de B, y supongamos que
el plano horizontal que pasa por A corta a esta linea vertical
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en (7; entonces a AC se le llama distancia horizontal entre
A y B y a BC la distancia vertical.

La brigjula nautica esta dividida en 32 partes iguales; por
tanto, cada parte = 3607 : 32 = 11%4°. La figura 68 muestra
¢l nombre que se da a las diferentes divisiones. Los puntos
Norte, Sur, Este, Oeste se llaman puntos cardinales, y sobre
¢l papel estas direceiones se toman generalimente hacia arriba,

Fig. 68

hacia abajo, hacia la derecha y hacia la izquierda, respecti-
vamente. lLa direceion de un objeto con relacion a un obser-
vador C puede darse de varias maneras. Asi, en la figura se
dice que A estit sobre la direccion NE por el E, desde C,
o que desde C el rumbo de 4 es NE 4 E. De la misma
manera el rumbo de C desde A es S\ por W, El punto A
estit 3 puntos al Norte del Este y 5 puntos al Este del Norte.
También, E 33%° N significa 33%° al Norte del Este,

Para ensefiar la aplicacidon de las funciones trigonométricas
(razones) a la resolucion de problemas prieticos, damos a
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continuacién una gran variedad de problemas en los que se
tiene que calcular alturas, distancias, dangulos, dreas, ete. Al
resolver estos problemas es mejor seguir un camino definido.
En general, podemos proceder como sigue:

1. Construir una figura a una escala conveniente que
muestre las relaciones entre los segmentos y dngulos dados y
los que se busecan.

2. Dibujar, si es necesario, rectas auxiliares que ayuden
en la solucion, y buscar el camino mas sencillo que conduzea
a la resolucion del problema.

3. Eseribir las férmulas necesarias, hacer los cdlculos, y
comprobar los resultados.

PROBLEMAS

Resolver los tridngulos rectingulos que tienen los signientes elemen-
tos como datos. Expresar los 4ngulos con un error menor de un minu-
to. Comprobar las soluciones. En todos los casos C =90°.

I. a=60, c¢=100. Solucion., A=36°52", B=53°8" b=80.
2. a=147, c=184.
3. 4=38°40", a=50,6.  Solucion. B=>51°20', c=80,99, b=63,24.
4. 1 =38°50, ¢=13,,5.
5. B=6°12, ¢=37,2. Solueion. 1=83°48', a=236,98, b=4,018.
6. B=43° 48, b=50,95.
7. a=123, b=20,2, Solucitn. 4=31°21", B=58°39’, c=237.
8. a=101, b=116.

B=68° 50", a=7293. Sulucibn. A=21°10', b=1884, ¢=2020.
10. B=10° 51, ¢=0,7264,
Il. 4=64°1/, b=200.  Solucibn. B=25"59, a=410,4, c=456,5.
12. b=1,438, ¢=3,465.



APLICACIONES 123

13. Lalongitud del hilo que sostiene una cometa es de 250 metros
y el 4ngulo de elevacién de la cometa es de 40°. Hallar su altura supo-
niendo que el hilo que la sostiene se mantiene recto,
Solucion. 160,7 metros.

14. Desde un punto situado a 200 metros, medidos sobre una hori-
zontal, del pie de una torre, se observa que el 4ngulo de elevacion de la
ciispide es de 60°. Calcular la altura de la torre,

15. Un poste de 10 metros de longitud proyecta una sombra de
8,391 metros. Hallar el 4ngulo de elevacion del Sol. Solucion. 50°.

16. Desde la punta de una roca que se eleva verticalmente 24 metros
fuera del agua se observa que el éngulo de depresion de un bote es
de 30°; hallar la distancia del bote al pie de la roca.

17. Desde la parte superior de una torre de 120 m de altura se ob-
gerva que el 4ngulo de depresién de un objeto que estd a nivel con la
base de la torre es de 27°43/. ;Cudles son las distancias del objeto a
la punta y a la base de la torre? Solucibn. 258 m, 228 m.

18. ;Cuél es el ingulo de elevacion de un plano inclinado si se eleva
1 m en una d}ﬁt.ancla de 40 m?

19. Con ds fin de hallar el ancho de un rfo se ha medido una base
AC de 350 m a lo largo de una de sus orillas, Sobre la orilla opuesta
ge toma un punto B tal que CB sea perpendicular a AC. También se
ha medido el dngulo CAB y resulta ser de 52° 12/. Héllese el ancho
del rio. Solucion. 451 ,2 m.

20. Desde la parte superior de una torre se ha observado que el
angulo de depresion del extremo de una linea base horizontal de
300 mn de longitud, medidos a partir del pie de la torre, es de 21° 16/,
Hallar la altura de la torre.

ci. owué dngulo forma la diagonal de un cubo con la diagonal de

una cara del mismo cubo trazada desde el mismo vértice?
Soluecion., 35° 16/.

22. La longitud del lado de un octigono regular es 12 cm. Hallar
los radios de los circulos inscrito y circunserito,

23. Siuna cuerda de 41,36 m subtiende un arco de 145° 37/ jcudl
es el radio del efrculo? Solweion. 21,656 m.
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24. Siel didmetro de un cfrculo es de 3268 m, calcular el éngulo
central correspondiente a un arco cuya cuerda mide 1027 m.

25. Un navio sale exactamente sobre el rumbo NE a la velocidad
de 10 millas por hora. Hallar la velocidad a la cual se esté moviendo
hacia el Norte. Solucion. 7,07 millas por hora.

26. Un navfo sale exactamente hacia el Este a la velocidad de
7,8 millas por hora. Se observa un faro, exactamente hacia el rumbo
Norte, a las 10 horas 37 minutos y a 33° al Qeste del Norte a las 12 ho-
ras 43 minutos. Hallar la distancia del faro a cada uno de los puntos

de observacion,

27. Un navfo sale exactamente rumbo al Este a una velocidad uni-
forme. A las 7 horas se observa un faro exactamente hacia el Norte,
a 10,32 millas de distancia, y a las 7 horas 30 minutos el faro estd a
18° 13’ al Oeste del Norte. Hallar la velocidad a la que sali6 el navio y
el rumbo del faro a las 10 horas.

Solucibn. 6,79 millas por hora, 63°8’ O del N.

28. Una escalera de 12 m de longitud puede colocarse de tal mane-
ra que alcance una ventana de 10 m de altura de un lado de la calle y,
haciendo girar la escalera sin mover su base, puede alcanzar una ven-
tana que estd & 6 m de altura en el otro lado de la calle. Héllese el

ancho de la calle.

29. Desde el punto medio de la distancia entre los pies de dos torres,
los éingulos de elevacién de sus extremos superiores son 30° y 60°, res-
pectivamente. Demostrar que la altura de una de las torres es el triple
de la otra.

30. Un hombre observa desde un globo que las visuales a las bases
de dos torres que estdn apartadas por una distancia de un kilémetro,
medido sobre un plano horizontal, forman un éngulo de 70°. 8i el ob-
servador estd exactamente sobre la vertical del punto medio de la
distancia entre las dos torres, calcular la altura del globo.

31. Dos boyas son observadas en la direccion Sur desde lo alto
de un acantilado cuya parte superior estd 312 m sobre del nivel del
mar. Hallar la distancia entre las boyas si sus éngulos de depresion
medidos desde la punta del acantilado son 46° 18/ y 27° 15/, respecti-
vamente. Solucion. 307 ,7 m.
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32. Dos ciudades, 4 y B, estin sobre una carretera que corre de
Norte a Sur. Una ciudad, C, a 11 Km de esta carretera, estd a 25° al
Oeste del Sur de 4 y a 35° al Oeste del Sur de B. jA qué distancia
estd 1a ciudad A4 de la ciudad B si las ciudades y la carretera estéin
sobre el mismo plano horizontal?

33. Desde cada una de dos estaciones situadas en la direccion Este
Oeste y a 1 milla de distancia, se observa que el 4ngulo de elevacion
de un globo es de 45°. Si el globo se encuentra hacia el NO y NE de
las estaciones, respectivamente, ja qué altura estd?

Soluciom. 3 733 pies.

34. Al aproximarse una patrulla de reconocimiento a un fuerte
(fig. 69) situado en una llanura encuentra que, desde un cierto lugar,
el fuerte se ve bajo un dngulo de 10°, y que desde otro lugar, 200 me-
tros més cerca del fuerte, éste se ve bajo un dngulo de 15°. jCuél es la
altura del fuerte y cudl es su distancia al segundo lugar de obgervacion?

wrr
oD
oo

oao

15°

/ Fig. 69

SvGesrion.  Designando la altura por y y la distancia por z, te-

nemos
y=zx tg 15°, Por (40) (Art. 37)

también, y=(xz4200) tg 10°, Por (40) (Art. 37).

Se resuelve este sistema de ecuaciones y se sustituyen los valores de
tg 15° y tg 10° obtenidos de la tabla del Articulo 7.

Solueion., z=385m, y=103 m.

35. Con el fin de medir la altura, %, de un objeto se ha medido la
distancia entre dos puntog, 4 y B, a lo largo de una recta que pasa
por su base en un plano horizontal y result6 ser I metros. Los éingulos
de elevacion de la punta del objeto desde A y B resultaron ser « y /3,
respectivamente, siendo A el punto més cercano a la base. Demostrar

, l si A y B
ctg 3 —ctg «

que la altura estd dada por la férmula / =
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-

l
ctg 3 + ctg «
dos opuestos de la base del objeto.

estdn del mismo lado, y por & = si 4 y B estdn de la-

38. Una asta de bandera de 6 metros de longitud se alza sobre la
azotea de una casa. Desde un punto del plano de la base de la casa los
éngulos de elevacién de la punta y base del asta son 60° y 45°, respec-
tivamente. Héllese la altura de la casa.

37. El piloto de un avién observa que el dngulo de depresién de
una luz situada exactamente abajo de su linea de vuelo es de 30°. Un
minuto més tarde el dngulo de depresion es de 45°. Si estd volando
horizontalmente y siguiendo una lfnea
recta a la velocidad de 90 millas por
hora, hallar

/,'/f//// > a) la altura a que estd volando;
7 v s . . .
77777 b) la distancia de la luz al primer
AL . / .
7 punto de observacion.

Soluciom. a) 2,049 millas;
b) 4,098 millas.

38. Una correa es extendida sobre
dos volantes formando una banda de
transmision. Los radios de los volan-
tes son de 21 dm y 3 dm, respectiva-
mente, y sus centros estdn a una dis-
tancia de 36 dm. Calcular la longitud
de la correa.

39. Hallar el nimero de pies cua-
Fig. 70 drados de pavimento necesarios para

cubrir la porcion sombreada de las

calles que aparecen en la figura 70, siendo todas las calles de 50 pies de

ancho.

28 750
Solucibn. i L + 7 500 = 24 099.

V'3
41. Resolucién de tridngulos oblicudngulos. En (Geome-

tria plana se ensefia a resolver triingulos grificamente. Ke
decir, se ensefia a construir un tridngulo conociendo
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Caso I. Dos angulos y un lado.

Caso II. Doslados y un angulo opruesto a uno de ellos.
Caso III.  Dos lados y el angulo comprendido.

Caso IV. Tres lados.

Una vez construido el tridngulo buscado se pueden encon-
trar los elementos desconocidos midiéndolos con una regla o
un transportador. Teniendo en cuenta las limitaciones de
nuestros sentidos y las imperfecciones de los instrumentos
usados, se comprende que los resultados obtenidos de tales
medidas serdn, en general, aproximados. Después de haber
construfido el triangulo con los elementos dados, por los
métodos geométricos, se vera que la Trigonometria nos ensefia
c6mo calcular los elementos desconocidos con cualquier grado
de aproximacion deseado, y los dos métodos pueden servir
entonces como comprobacion el uno del otro.

El lector debe tener siempre presentes al resolver triangu-
los las dos p/wpiédades geométricas siguientes que gon comu-
nes a todos(/los trigngulos:

(41) La suma de los tres angulos es igual a 180°.

(42) El lado mayor se opone al angulo mayor y recipro-
camente.

La resolucion trigonométrica de triingulos oblicudngulos
depende de la aplicacion de tres leyes —la ley de los senos,
la ley de los cosenos y la ley de las tangentes— a cuya
deducecién vamos a enfocar nuestra atencion.

42. Ley de los senos.

Teorema. Lox lados de un triangulo son proporcionales a los
genos de lus angulos opuestos.
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Demostracién. La figura 71 representa un triingulo cuyos
angulos son todos agudos, y la figura 72 representa otro con
uno de sus dngulos obtuso (gl dngulo A4).

Tenemos que demostrar que

a b ¢
(43) sen A sen B sen C'
C

h a
b

> 4 8

Ao gusis)

Fig. 72

Tracemos la perpendicular CD (=#4) a AB o a la prolon-

gacion de AB. De cualquiera de las dos figuras, conside-
rando el tridingulo rectingulo ACD, se deduce:

(A) sen A = Z—l .

[En la figura 72, sen 4 =sen (180°—A4)=sen C.14D) (Art.25).]
También, considerando el triingulo rectingulo BCD,

h
(B) sen B = For

Dividiendo (4) por (), obtenenios

sen A
gen B

—_

a
—T’
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0, por una propiedad de las proporciones,

a b
sen A sen B’

Andlogamente, trazando las alturas correspondientes a los
vértices 4 y B, obtenemos:

b c

(€)

(D) sen B sen C
b

c a
(E) senC send’

respectivamente. Igualando las proporciones (C), (D), (E),
obtenemos (43).

Cada una de estas razones iguales tiene un significado geométrico sen-
cillo, como puede verse 8i la ley de los senos se demuestra como sigue:

Consideremos un circulo circunscrito al tridngulo A BC (fig. 73) y
tracemos los radioe OB y OC. Sea R el radio del circulo. Tracemos
OM perpendicular a BC.

Como el Angulo inscrito A es igual a la mitad del arco BC y el én-
gulo central BOC estd medido por el arco completo B(', se desprende
que el dngulo BOC=2 4, o sea,

dngulo BOM = A,
A

L I N

8 c

Fig. 73

Granville. Trigunometein, — 9.
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Entonces, BM=Rsen BOM=R sen A, por (38) (Art. 37)
y a=2 BM=2R sen A,
DR b
W sen A

De manera semejante puede demostrarse que

b y 2R = c

2R= .
sen B sen

En consecuencia, igualando los resultados, obtenemos

b I
1S3, S - .
sen A sen B sen

La razon de cualquiera de los lados de un tridnguloal seno del dngulo
opuesto es numéricamente igual al didmetro del cireulo circunserito.

Es evidente que un triangulo puede resolverse con la ayuda
de la ley de los senos si dos de los tres elementos conocidos son
un lado y su angulo opuesto. En el caso en que se conozcan
dos angulos y el lado comiin a ellos se puede reducir también
al caso anterior, ya que, por (41) (Art. 41) podemos hallar el
angulo que se opone al lado dado.

Eaevrro. Dados A=65°, B=40° a=50 m; resolver el tridngulo.
Solueitn. Construyamos el tridngulo (fig. 74). Como se conocen dos
angnlos podemos obtener el tercero de (41) (Art. 41). Luego,

C = 180° — (A4 B) = 180°-105° = 75°,

Como conocemos el lado A y el dngulo opuesto 1, podemos emplear
la ley de los senos, pero debemos cuidar de escoger tales razones de
manera que no aparezea més que wna
inehguita, Asf, para hallar el lado b, obte-
Nemos

a b

sen A sen B °

Quitando denominadores y despejando
ia tiniea incognita b, obtenemos

b= Sen R
sen A
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Sustituyendo log valores numéricos de sen 4 y sen B hallados de la
tubla del Artfculo 7, y a=50 m, obtenemos

b 50X0,6428

0, 9063 = 35, 46 metros.

Anilogamente, para hallar el lado ¢, ugsamos

@Y. 98
sen A gen C

Quitando denominadores y degpejando ¢, obtenemos

a sen C _ 50X0,9659 _ ., ,29 metros.

O A T 70,9063

Midiendo las mismas incégnitas en la figura comprobamoe que no
hay errores grandes en los resultados.

Como ya conocemos todos los lados y los dngulos del tridngulo,
decimos que éste estd resuelto.

PROBLEMAS

Resolver los siguientes tridngulos:

I. Dados a=40, A=60°, B=45°.
Soluecion, C=75° b=32,66, c=44,61.

2. Dados b=7,07, A=30°, C=105°.

3. Dados ¢=60, A=50° DL=75".
as'()l"(’l.()ﬂ. = 550’ ba 70.74, 0-56, 10

4. Dados a=20, B=45° C=60°.

5. Dados a=5850, A=107 12" B=416° 36"

Soluerdn.  C=123° 12, b=2257, ¢=2599.

6. Dados 3= 100" 10/, = 45" 40', ¢=3060.
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43. Caso ambiguo en que se conocen dos lados y el d4ngulo
opuesto a uno de ellos. La solucion del tridngulo en este
caso dependerd de la ley de los senos. Debemos hallar pri-
mero el angulo desconocido que se opone al otro de los lados
dados. Pero cuando solamente se conoce el seno de un dngu-
lo, el angulo puede tener dos valores que son suplementarios
entre si, y se puede tomar cualquie-
ra de los dos valores a menos que uno
de ellos quede excluido por las con-
diciones del problema (Art. 25).

Sean a y b los lados dados y A4
(opuesto al lado a) el dngulo dado.

Fig. 75 Si a>b (fig. 75), entonces, por

(Geometria, A > B, y B debe ser

agudo cualquiera que sea el valor de 4, porque el tridngulo

puede tener solamente un dngulo obtuso. Por tanto, hay uno,

y solamente un triangulo que satisface
las condiciones dadas.

Si a = b, entonces, por (ieometria,
A = B, y en este caso ambos, 4 y B,
deben ser agudos, y el triangulo buscado

4 ¢ B o5 isosceles (fig. 76).

Fig. 76 Si a < b, entonces, por (ieometria,
A<B, y A debe ser agudo para que el

trizingulo sea posible, y enando A es agudo, es evidente (fig, 77)
que los dos triangulos ACB y ACB’ satisfacen las condiciones
dadas siempre que a sea
mayor que Ja perpendicular
CP; es decir, siempre que

a>h sen A.

Los dingulos ABC y AB'C
B con suplementarios (va

Fig. 77 ques B'BC = £ BB'C); ellos
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son, en suma, los dngulos suplementarios obtenidos (usando
la ley de los senos) de la férmula

b sen A
s

sen B =

Es decir, obtenemos los dos valores de B buscando el valor
correspondiente al dngulo agudo B en una tabla de senos, y
el valor del dngulo obtuso suplementario de la férmula

B’ = 180° — B.

Pero, si a=b sen A=CP, entonces sen B=1, B=90°,
y e triangulo buscado es un tridngulo rectdngulo.

Si a<b sen A (es decir, menor que CP), entonces sen B>1,
y el tridngulo es imposible.

Estos resultados pueden resumirse como sigue:

Dos soluciones: Si A es agudo y el valor de a estd compren-
dido entre’by b sen A.

Ninguna solucién: Si A es agudo y a<b sen A, 0 si A es
obtuso y a<b o a=Dh.,

Una solucién: E'n todos los demas casos.

El nimero de soluciones puede generalmente determinarse
por una construccion a escala natural o reducida del tridn-
gulo. En caso de duda hillese el valor de b sen 4 y higanse
las pruebas anteriores.

EsgmrLo 1. Dados a = 21, b=32, A =115° hallar los elementos
restantes.

Solucibn. En este caso, a<b y A>90° por tanto, el tridngulo es
imposible y no hay solucién,
EsewprLo 2. Resolver un tridngulo dados a=32, b=86, A4 =30°,

Solucién. Aquf b sen A =861 =43; por tanto, a<b sen 4, y no
hay ninguna solucién,
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EjewpLo 3. Dados a =40, b =30, A =75° hallar los elementos
restantes.

Solucion. Como a>b y A es agudo hay solamente una solucién.
(fig. 78).
Por la ley de los senos,

a  _ 0 st
send sen B’

bsen A 30%0,9659
a - 40

= 0,7244,

de donde, sen B =

Fig. 78 0 sea, = 46° 25/, que es el 1inico va-
lor admisible de B.

Entonces, C = 180°—(A+ B) = 180°—121° 25/ = 58° 35/,
Para hallar ¢, tenemos, por la ley de los senos,

c a
= ’
gen (' sen .l

de donde, = gie_‘l_g = 42)(_0_1§5_3é = 35, 34.
sen A 0,9659

Compruébense los resultados midiéndolos en la figura.

Ejempro 4. Resolver el tridngulo, teniendo como datos
b=15, a=12, 4=52°,

Solucion. En égte caso b sen A = 15X0,7880 = 11,82; por tanto,
como A es agudo y a estd comprendido entre b y b sen A, hay dos
soluciones. Es‘decir, hay dos tridngulos, ACB, y ACD: (fig. 79) que
satisfacen las condiciones dadas. Por la ley de los senos,

a_ _ b
rend sen B,’

b ren A o 15X 0, 7880
il 12

de donde, sen By = =0, 9850.
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Este valor corresponde al seno del dngulo B,=80° 4/, y al del 4ngu-
lo suplementario que es

B3 = 180°— B, = 99° 56'.

Resolvamos primero completamente el trién-
gulo AB,C.

C, = 180°—(A+B,) = 47° 56/,

Por la ley de los senos,

a Cy

senA sen C,;

_ aren C, _ 12XX0, 7423
sen .4 0, 7880

= 11, 30.

de donde, ¢

Ahora, resolviendo el tridngulo AB,C,
- C2=180°—(A+B;)=28° 4,
/
Por la ley de log senos,
a - Ca
sen.d sen Cg’

de:donde, i 07880 ’

I.as soluciones son entonces:

Para el tridngulo A B,C Para el tridngulo 4 B,C
B, = 80° 4, . Ba = 99° 56/,
C, = 47° 56/, Cy = 28° 4,
c, =11,3. ¢ =7,2,

Compruébense los resultados midiéndolos sobre la figura,
En el caso nmbiguo debe cuidarse de combinar apropiadamente los
lados y Angulos calculados.
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PROBLEMAS

Hallar el nimero de tridngulos que pueden construirse con los
siguientes datos:

l. a. a=80, b=100, 4 = 30°, Solucién. Dos.
b. a=150, b=100, 4 = 30° Uno.
c. a=40, b=100, 4 = 30, Ninguno.
d. a=13, b=11, A = 69°. Uno.
A
% 2. a. a=70, b=75 A =60°
? = = = 0
g', b. a=134, b=84, B=>52,
c. a=200, b=100, 4 = 30°.
| Z d. b=300, C=45°, ¢ = 250.
/ ) A Resolver los siguientes tridngulos:
Fig. 80 3. Datos: a =18, b =20, A = 55° 24,

Solucion. By =66°9, C, = 58° 27, ¢, = 18, 64.
Bz = 113° 51/, Cz = 10° 45/, ¢; = 4,081,

4. Datos: a = 31/ 2, b=2v3, A=60°

5. Datos: b=19, ¢ =18, C=15°49,

Solucion. B, = 16° 43/, A, = 147° 28/, a, = 35,52.
B3 = 163° 17', Az = 0° 54', Az = ],037.

6. Datos:a =119, b =97, A = 50°.

7. Datos: a= 120, b= 80, .1 = 60°
Solucibn. B = 35° 16/, C = 84° 44/, ¢ = 138.

8. Se requiere hallar la distancia horizontal de un punto A (fig. 80)

a un punto inaccesible B de la orilla opuesta de un rfo. Para ello me-

dimos una distancia horizontal conveniente, como AC, y.luego medi-
mog los dugulos C.AB y ACK.

St AC=283 m, dngulo CAB=238", y fingulo ACE =66 18, calcular
¢l lado A B del tridagulo A BC.
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9. Un terraplén del ferrocarril se levanta sobre un plano horizon-
tal y se requiere encontrar la distancia de un punto A (fig. 81) de dicho
plano a un punto B de la parte superior del terraplén. Escojase un
punto de C en el pie del terraplén que esté en el mismo plano vertical
que A y B, y mfidanse las distancias

ACy CB, yel dngulo BAC. B
Si AC=14,55m, BC=25,2m, y ' 7

el dngulo BAC=21° 30/, calcular el . Sé_j;:,;?*‘”

lado AB.  Solucibn. 38,1 metros. Pl /
10. Desde dos puntos, B y C, de i ///

una carretera situados a una distancia Fig. 81

de 270 m, se observa un érbol 4. Sa-
biendo que el éngulo BCA es de 55° y el &ngulo CB.1 de 65°, calcular
la distancia del 4rbol al punto més cercano B.

Il. Para determinar la distancia de un lugar B a una posiciéon
enemiga A, se han medido una base BC y los ingulos A BCy BCA.
Si dichas medidas son 1006 m, 44° y 70°, respectivamente, hallar la
distancia A B. Solueibn. 1035 metros.

12. Un solar de forma triangular tiene dos lados de longitudes
140,5m y 170,6 mn, y el d4ngulo opuesto al primero es de 40°. Hallar
Ia longitud de.una eerca que lo rodee completamente.

13. Dos boyas estdn apartadas por una distancia de 64,2 m, y un
bote estd a 74,1 m de la més cercana. El déngulo que forman las dos
visnales del bote a las boyas es de 27° 18/, ;Qué distancia hay del bote
n la boya mds alejada? Solucion. 120,3 metros.

14. Si R es el radio del cfrculo circunscrito, demostrar la siguiente
igualdad para cualquier tridngulo:

R (sen A+sen B+sen C) = s.
[Usese la formula & = ‘.%_ (a+4b+4¢).)

I5. Demostrar las siguientes igualdades para cualquier tridngulo:

a. a- bcosC+c cos B,

b= acos ( tc¢ cos A,
= n (oS B+ b cos 1.
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b. V/ bec sen B sén C = b? sen C+c? sen B.
b+4c

C.

sen 442 sen B gen O
u+2b “Tlas

q. sen?.l—msen®> B _sen? C

a?—~nb? cz

44. Ley de las tangentes.

Teorema. La suma de dos lados de un triangulo es a su dife-
rencia como la tangente de la mitad de la suma de los angulos

opuestos a estos lados es a la tangente de la mitad de la diferencia
de estos angulos.

Fig. 82

Tomando los lados a y / del tridngulo ABC (fig. 82),
vamos a demostrar que

(44) at+b tg s (A+B)
a—b  tg!s (A—B)"

Demostracion. Tracemos NC, bisectriz del angulo C,
BN y AM perpendiculares a NC, y AT paralela a NC
hasta encontrar a la prolongacion de BN. Vamos a ver que

LNBC = LMAC = 15 (A+B),
2TBA =4 MAB = 45 (A-B),
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En efecto, por ser

ZNBC = / MAC = 90°—14C = ‘802_0 ,
y \ 180°—C=A+B,
resulta
(1) LZNBC = /MAC = 5 (A+B),
Andlogamente,

(2) ZTBA=/LMAB=A-1% (A+B) = %(A—-B).

TA _ NM _ NC—MC
BT BT  BN+NT'

Y como NT = A}, resulta

Ahora, tg LTBAd =

(3) tg ZTBA = gg_:j’ﬁ
En el tridngulo rectingulo BNC,

(4) NC=acen «NBC,

(5) BN =a cos £ NBC,
En el triiingulo rectangulo ACM,

(6) MC=bsen L MAC,

(7) MA=bcos £LMAC.

Sustituyendo de (4) a (7) en el segundo miembro de (3), y
usando (1) y (2), obtenemos

®  wken - GRS

Por tanto, por (16) (Art. 17),

tg 4 (4=B) = ° tg o (A+ D).

+b
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Escribiendo esto en forma de proporcién, obtenemos (44).

Si b>a, entonces B> A4, y las diferencias a—b y A—B
son negativas. La férmula también es verdadera en este
caso, pero, para evitar que haya cantidades negativas, s
mejor escribir la férmula en la forma

b+a _ tg 36 (B+4)

b—a tg} (B—4)"
Andlogamente,

cta _tg}5(C+4)

c—a  tg% (C—4)’

b+c tel6(B+0) *
b—c " tg 6 (B-0)"

Cuando se conocen dos lados y el dngulo comprendido,
como a, by C, la ley de las tangentes puede emplearse para
encontrar los dos dngulos desconocidos 4 y B, Como

a+b, a—b, A+ B (=180°—C),

¥, por lo tanto, también tg }6 (4+B) son conocidas, quita-
mos denominadores en (44) y despejamos la cantidad desco-
nocida tg ¥4 (4—B). Esto da

(45) tg % (A—-B) = + 5 tg % (A+B).

Vamos a mostrar el procedimiento por medio de ejemplos.

EsemprLo 1. Resolver un tridngulo dados
a=872,5 b=632,7, C'=80°.

Solucibn. a+b=1505,2, a—b=239,8, A+B=180°-C=100°, y
1% (A+ B) = 50°.

* Estas pueden también deducirse cambiando las letras en orden
efclico (ver la nota correspondiente al Articulo-45),
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De (45), tg )¢ (A+B)=tg 50°=1,192,

—_ -9:_9 = m 2 = 1
tg % (4—B) e tg % (A+B) 15052 %X1,192 = 0,1898.
De donde, % (A—B) = 10° 45'.

Sumando este resultado a !4 (44 B)=50° resulta
A=60°45.

Restando el resultado de 4 (44 B)=>50° resulta,
B=39°15/.

Para hallar el lado ¢ usemos la ley de los senos. Entonces,

~asenC _872,5X0,9848 _ g0, ¢

c

sen A 0,8725

Esemrro 2. Dos fuerzas de intensidad 180 Kg y 320 Kg, respecti-
vamente, actiian sobre un cuerpo formando entre sf un dngulo de 72°.
Hallar la intensidad y la direccion de la fuerza resultante,

Solucibn. Por el principio conocido como la Ley del paralelogramo
de lax fuerzas, 8i ABy AD (fig. 84) representan las fuerzas dadas, in
intensidad y la direccion de la resultante estdn representadas por
la diagonal AC del paralelogramo cuyos lados son AB y AD. La
nccion de la sola fuerza 1 en .1 es equivalente a la accién combinada
de las dos fuerzas A By A/

Se desea encontrar .1(' y el éngulo BAC o el éngulo C4D. Para
esto tenemos que resolver el tridngulo A BC, Sean

b=.1C, e=AD, a=BC=AD, A=fngulo BACy Cééxlgulo BCd,
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y apliquemos la ley de las tangentes. Entonces,

a+c=500, a—c=140, B-180°—72°—108° A+C=72° % (A+C) =36°.
L I
tg K(A-0)= tﬂ Y (A+(‘)- tg 36°.

- 0,-.sx0,7zso =0, 2034.

De donde, %(A—=C) = 11° 30/
Pero % (A440) = 36°.

Por tanto, A=47°30" y C=4ngulo CAD = 24° 30.

Para hallar b usamos la ley de los senos. Tenemos que

ceen B _ 180X0,9511 _ 415 g

b= =
sen 0,4147

En consecuencia, la fuerza resultante es de 412,8 Kg y forma un
fingulo de 24° 30/ con la mayor de las dos fuerzas dadas.

45. Ley de los cosenos.

Teorema. FEn un triangulo cualquiera el cuadrado de un lado
es tgual a la suma de los cuadrados de los otros dos menos el doble
producto de estos dos lados por el coseno del angulo que forman.

Demostraciéon. Supongamos que queremos encontrar el
lado a en funcion de los otros dos lados, b y ¢, v del angulo
(que forman A. El teorema que vamos a demostrar dice que

(46) a=b"+c*—2 bc cos A.

Consideremos tina cualquiera de las dos figuras, 85 ¢ 86.
Tendremos:

ar= CD'+ DB,

1= D'+ A
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Restando estas igualdades, hallamos

(1) a?—b2= DR’ AD’.

En la figura 85, DB=c¢— AD. Elevando al cuadrado y sus-
tituyendo en el segundo miembro de (1), obtenemos (ya que
AD” se reduce)

(2) a?—b=c*=2¢- AD.

-~

Fin la figura 86, DB=A4D+¢. Elevando al cuadrado y sus-
tituyendo en el segundo miembro de (1), resulta

(3) a’=-b2=c*+2c- AD.
c ¢
a o
y )
A C B D A o D
Fig. 85 Fig. 86

Pero, del triangulo rectingulo CA/) en la figura 85, te-
nemos

(4) AD=10 cos A. Tor (39) (Art. 37)

Sustituyendo este valor de AD en el segundo miembro
de (2), y despejando «®, hallamos

(5) a’=024c?—2 be cos A.

Y, del triangulo rectingulo €47 en la figura 86,

() AD=10 cos £DAC. Por (39) (Art. 37)
Pero A=180°—=2ZDAC, y, por lo tanto,

cos A= —cos ZDAC. Porel Articulo 25.
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Entonces, por (6), AD=—b cos A (en la figura 86).

Sustituyendo este valor de AD en el segundo miembro
de (3), y despejando a? obtenemos (5), como anterior-
mente. Por tanto, en cualquiera de las dos figuras,

a*=b*+c*—2 be cos A.

Andlogamente,
(47) ¥=a*+c*—2 ac cos B,
(48) =a+bv—-2abcosC. *

Obsérvese que si 4 = 90°, entonces cos 4 =0, y (46) ge
convierte en a’?=>5b*+¢?*, que es la conocida relacion entre los
lados de un tridngulo rectangulo, en el que A es el dngulo

recto.
Despejando en (45) a (48) los cosenos de los dngulos, obte-

nemos

¥+c*—a’
(49) cos 4 = S5
a4 — b
(50) cos B = )
a4+ —c
(51) cos C = T

Estis formulas son Wtiles para hallar los dngulos de un
triangulo conociendo sus lados.

* Comoay A, by B. cy C representan enalquier lado de un tridn-
gulo y el @ngulo opuesto, de cualquier formula que exprese una relacion
general entre estas partes se puede deducir otra formula cambiando laa
letras en orden ciclico. Agf, en (46) cambiando a por b, b pore, ¢ por a
y A por B obtenemos (47), y en (47), cambiando b por ¢, ¢ por a,
a por by B por C obtenemos (48). Esto es una gran ayuda para
nprenderse de memoria algunogr grupos de formulus,
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Lag férmulas (46) a (48) pueden usarse para hallar ¢l
tercer lado de un tridngulo cuando se conocen dos ' 'os vy
el angulo que forman. J.os otros dangulos pueden hallarse
después ya sea por la ley de los senos o por las férmulas

(49) a (51).
EJemrro 1. Resolver un tridngulo dados .1 =47°, b=8, ¢=10.
Solueion. Para hallar el lado a usemos (46).

a? = b24¢2—2bc cos A
= 644100--2X8X10X0, 6820
= 54,88,
de donde,
a= /54,88 = 7,408.

C=10
Fig. 87

Para hallar los dngulos C y B usemos la ley de los senos.

B ibioge Aty offg#R

De donde, B = 52°'10.

¢ sen A _ 10X0,7314 =(,9872.
2 7,408

De donde, C = 80° 50'.
Cnmpmlial'i(')n. A+ B4C = 47°4+52° 10/4-80° 50’ = 180°,

sen (=

Esemprro 2. Resolver un triangulo, dados a=7, b=3, r=35.

Soluneitn, Usando las formulas (49), (58), (51) para hallar los 4ngu-
log, obtenemos

brict—a? BEES2=T3 AR
4= - e S
i 5 he 2.3.5 2
- BN, S TbE S0 o 1010986
tap:B Bag oD A PP WIShIR
o atbi—ct 7243151 1l _ o oer
Som B b 2.7.3 I y (904
De donde, A=120°, B=21°47", C=38 13

Comprobacion, A+ B+C=120°+21° 47'4-38° 13’ = 180,

Uranville. Trigoncmetris, — 10.
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PROBLEMAS
I. Dados a=2, b=3, C=45° hallar c. Solucion, 2,124.
2. Dados b=8, ¢=5, A=60° hallara, cos B y cos C.
3. Dados a=4, ¢=5, B=120° hallar b. Solucion. 7,81,

4. Dados a=24, b=16, C=44°; hallar c.

5. Dados b=10, c¢=11, 4=133° hallar a. Sclucion. 19,26.

6. Dados a=21, b=24, c¢=27; resolver el tridngulo.

7. Dados a=2, b=3, c¢=4; hallar el coseno del mayor dngulo.
Solueion. —14.

8. Hallar el mayor dngulo de un tridngulo de lados 4, 7 y 10 cm.

9. Si los dos lados de un tridngulo son 10 y 11 y el 4ngulo forma-
do por ellos es de 50° calcular el tercer lado. Soluciom. 8,921.

10. Los lados de un tridngulo son 3, 8 y 9. Hallar la altura del
tridngulo correspondiente al vértice del 4ngulo més pequeio.

Il. Las dos diagonales de un paralelogramo son 10 y 12 y forman-
un éngulo de 49° 18/; hdéllense los lados. Solueion. 10 y 4,677.

12. Para calcular la distancia entre dos puntos A y B, separados
por un estanque (fig. 88) se ha escogido una estacion C y se han me-
dido las distancias CA = 426 metros, CB = 322,4 metros, y el 4ngulo
ACB=68° 42/, ;Cudl es la distancia .1 P”

13. Une escalera de 5,20 m de largo es colocada a 2 m de la base
de un muro inclinado (fig. 89) y alcanza una altura de 4,60 m sobre
dicho muro. Haéllese la inclinacion del muro.  Solucibn,  95° 52/,

14. ;Bajo qué dngulo se ve un objeto de 7 metros de largo por un
observador cuyo ojo estd a 5 metros de uno de los extremos del objeto

y a 8 m del otro extremo?
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I15. Dos estaciones, A y B, situadas en lados opuestos de una
montafia, son vistas desde una tercera estacion (. Se cor. i las
distancias AC=11,5 Km y BC=9,4 Km, y el 4ngulo .1CB = 59° 30.
Hallar la distancia entre 4 y B, Solueion. 10,5 Km.,

16. Dos navfos salen de un puerto al mismo tiempo. Uno navega
en la direccion 62° 15’ al Este del Norte a la velocidad de 24 millas por
hora; el otro navega en la direccion 187 20’ al Oeste del Sur a la velo-
cidad de 20 millas por hora. JA qué distancia estardn los navios des-
pués de dos horas? ;En qué direccion estard el navio més répido con
respecto al mds lento después de las mismas dos horas?

17. Demostrar las siguientes igualdades para un tridngulo cual-
quiera:
a. a(b?+4ec?) cos A+b(c?+a?) cos B4c(a?+b?) cos C=3 abe.

b+e _ Cos B+4-cos C
a 1—cos A

b.

c. a+b+c=(b+c) cos A+ (c+a) cos B4 (a+b) cos C.

i cos A cosB+cos C_ a?+4-h24-c? .

a i b c 2 abe

e. a?+4b24c2=2(ab cos C+bec cos A+ca cos B).

46. Funciones trigonométricas de los angulos mitad de
un triangulo en funcién de los lados. Las férmulas (49) a
(51) no son convenientes para elr cdleulo cuando a, b y ¢
son nimeros grandes. Estas pueden reemplazarse, como se
demostrard en seguida, por otras formulas que contienen a
los dngulos mitad de un triangulo. Primero vamos a demos-

trar el siguiente

Teorema. Si x es un angulo agudo o un dngulo obtuso, *

entonces
(1) sen* W z=1% (1—cos z),
(2) cos? Y6 =14 (1+cos 7).

Estas relaciones son verdaderas para cualquier dngulo x, comno
se demostrard en el Capitulo VI.
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Demostracion. (Consideremos las figuras 90 y 91. Iin la
figura 90, x es un :ingulo agudo. En la figura 91,  es un
angulo obtuso. El vértice O es el centro de un circulo trigo-
nométrico, (R=1). MP es perpendicular al dizimetro hori-
zontal BA. Entonces,

L ABP = 15 =z,
| Por eswar inserito en el arco .10°.]

También, OM = cos z. Por el Articulo 30

Fig. 90 Fig. 91

Como los trizingulos reetangulos AL y M4 son semejan-
tes, tendremos.

L ABP = £ MPA =14 «.

Por lo tanto,

(3) sen Wz = dﬁ = "”—i (en el tr}:ingnln 1BD0)
e BA 2 4 2
et oo A M)
(4) sen % ¥ = (en el trizingulo MPd).

Al
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Multiplicando (3) y (4), resulta
MA.

-\

(5) sen? 4 2= U

Sobre la recta DA se verifica que MA=0A—OM=1—cos z,
va que los segmentos de recta estdin dirigidos (Art. 30). Por
fanto,

(6) gen? ¥ ¢ = 14 (1—cos z).
Y, finalmente, segiin (18) (Art. 17).
(7) cos? W x=1—gen? 4 2 = 4 (14cos z).

Para deducir ahora las férmulas relativas a los dngulos
mitad de un triingulo procederemos como sigue. Designe-
mos a la mitad de la suma de los lados de un tridangulo (es
decir, a la mitad del perimetro) por s. Entonces,

(8) 28 = a+04-c.

Restando 2¢ a ambos miembros,

2s—2¢c = a+b+c—2¢,

O sea,

(9) 2(s—c) = a+b—ec.
Andalogamente,

(10) 2 (s—b) =a—b+c,

(11) 2(3—a) = —atb+te.

n (1) y (2), reemplacenos z por A. Isto da
(12) 2sen* ¥ A =1—cos 4,

(13) 2 cos* s A = 14cos A.
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2.4 2 2
Pero de (49) (Art. 45), cos 4 = . -;cbc £ ; por tanto,
(12) se convierte en
b2+02—a’
21 ko
2sen?ls 4 =1 5
_ 2he—br—c24a?
- 2 be
_a?—(b*—2 betc?)
2 be
. a’—(b—ec)?
2 be
_ (a+b—c) (a—b+c)
" 2 be

[ Siendo a?—(b—¢)? el producto de la suma y diferencia de a y b—e.]

_2(—c) 2(s—b) Por (9), (10)

2 be
De donde,
(52) sen 4 A= \/ (s—b) (s—¢)
be
Anilogamente, (13) se convierte en
g b2+c*—a®
Qcos* B A=1+ e
2 bet+ b Her—a?
+ 2 be
_ (b+e)*—a?
2 be
_(bt+eta) (b+ec—a)
- 2 be
i 2% - 2 (-3'—(1.) .

2 be
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De donde,

(53) cos%A=\/§—(sbc—_a—)-

sen 14 A W A
Como tg 4 4 = T PR obtenemos, por sustitucién,

de (52) y (53),
(54) tg 1/3 A= \/

Como cualquier angulo de un tridngulo debe ser menor de
180°, 14 A debe ser menor de 90° y todas las funciones
de ¥4 A deben ser positivas. Por esto solamente se han to-
mado los signos positivos de los radicales en (52), (53) y (54).

De manera semejante, podemos obtener:

sen 4 B = \/(s—azw(s-—c) ;

‘ - s(s—b);
oS /2B—\/ p

a

[ (s—a) (s—¢) .
tg /6 B = s(s—b) '

el \/(s—a()zb(s—b) :

cos Y% C—\/ a

y | (s—a) (s—b) *
tg 72 C= s (s—e¢)

* Se obtienen también permintando las letras en orden cfclico.
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Segin lo que acabamos de estudiar se dispone de tres
formulas diferentes para hallar el valor de cada dngulo. Si la
mitad del angulo se aproxima mucho a 0%, la férmula para
el coseno no dard un resultado muy exacto, porque los cose-
nos de los dngulos cercanos a 0° difieren muy poco en valor.
Y lo mismo se verifica para la férmula del seno cuando la
mitad del dingulo se aproxima mucho a 90°. Por tanto, en
el primer caso se debe usar la férmula del senio y en el segun-
do la del coseno. Sin embargo, en general, es de preferirse la
formula de la tangente,

Cuando han sido encontrados dos dngulos, 4 y B por
ejemple, el tercer dingulo €' puede encontrarse por la relacion
A+ B+ C=1807; pero es mejor caleular todos los dangulos a
partir de las férmulas de manera que podamos usar la suma
de los dngulos como una prueba de la exactitud de los
resultados.

Se acostumbra usar una segunda forma de (54), encon-
trada con o sigue:

tg }/2 4 = \/_(-5'—/)) (s—¢)

s (.s‘—a)

/(.\'-—u) (s -'-b_) (s—¢c)

§(s—a)?

[ Estatiltima expresion e ha obtenido multiplicando nu_mermlor]
Ly denominador de la fraceion que estd bajo el radical por s—a.

1 (.\--—(l) (8———’)) (8—(.')

§—u

Designando la parte radical de la expresion por r,

(55) - \/‘s-a)(s—b)(s—c)'

S
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y obtenemos

ex &l
{56) tg 15 A e
Anilogamente,
ig-al T
(57) 4B =,
r
T4 ST N
(58) tg ¥ C o

(Geomdétricamente se puede demostrar que r de la formula (55) es el
radio del eirculo inserito.

C

M

Fig. 92

Demostracion. En la figura 92, dngulo NAO =% A,

0

tg 1 A = x
(14) g 72 AN

Si & representa la mitad del perfmetro, tenemos
23=AN+NB+BL+LO+CM+MA.
Pero NB=BL, CM=LC, MA=AN; por lo tanto,
25=2AN+2 BL42 L,
0 sey, s= AN+ (BL+LC)=AN+a.

Esto da AN=s—u.
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Sustituyendo en (14), resulta

tg % 4 = NO

8—(1

Comparando este resultado con (56) y (55), vemos que

B e \/<s—n.> (—B) (1—0)
8

EsevprrLo. Resolver el tridngulo cuyos lados son 13, 14 y 15.
Solucién. Sea a=13, b=14, c=15.

Entonces, 28=a+b+c=42,
0 sea, 8 = 2L
También, s—a=8, 8—b=7, 8—c=6.
De (55), > _\/(s—a) (s—b) (s—e¢) \/8 oilio W s V16 = 4.
8 21
(2 4 1
De (56), tgh A=— = — = — =0,5000,
s—a 8 s
de donde, 14 4=26°34y A =53°8.
De (57), g% b= = :‘7_ = 0,5714,
de donde, X B=29°45 y I =59°30.
1/ r 4 2
De(58), tg,__»C=—=_\-=—-—0,6667,
8—c 6 3
de donde, X C=33°4l y C = 67°22".

Comprobacibn. A+4-B+C =53° 8/459° 30/4-67° 22/ = 180°, #

* Un exceso o falta de 2’ en la suma de los 4ngulos no significa
necesuriamente que hay un error en los célculos. En la interpolacion
se pueden originar pequefios errores,
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PROBLEMAS

Empleando la ley de las tangentes, calcular en los tridngulos siguien-
tes los 4ngulos que faltan:

l. a=94, b=56, C=29°,
Solucién, A =119° 54/, B=31° ¢/, c¢=>52,57.

2. b=200, ¢=125, A=68° I8

3. a=100, c=130, B=51° 49.
Solucibn. A=49°4', C=79°7, b=104.

4. a=42, b=92, C=112°12",

5. Un faro estd a 16 millas en la direccion 23° L0/ al Este del Nor-
te de una roca. Otro faro estd a 12 millas en la lireccion 72° 45 al

Oeste del Sur de la misma roca. jEn qué direccion 2std el primer faro
con respecto al segundo? Solucion.  47° 54 «l Este del Norte,

6. Dos fuerzas de 400 Kg y 600 kg de intensidad actiian sobre un
cuerpo formando un édngulo de 1127 15’ entre si. Hallese la magnitud
y la direccion de la fuerza resultante.

Empleando las férmulas (55) a (58) (Art. 46) ha.dar los dngulos de
cada uno de los siguientes tridngulos. Compruébense los resultados
obtenidos.

7. Dados a=2, b=3, ¢=4.

Soluecibn. A =28°58', B=46° 34/, C=104° 28’
8. Dados a=4, b=7 c=10.
9. Dados a=21, b=24, ¢=27.

Solueibon, A=48° 12/, D=58° 24, C=73°24,

10. Si Ry r son los radios de los circiles circunserito e inscrito,
respectivamente, demostrar las siguientes igualdades pura cualquier
triangulo:

a sen 4 I3 sen Y C 1 1 1 I
ao r= . c. — -—— o R vy
cos A4 be " ¢t ab 2Ry
b 3
b R = .d. R= _‘.\/ gl :
45 (v —a) (s—b) (s—c) 2\ sen A sen B sen €

e. aber=4 R(s—a) (s—b) (x—c).
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47. Formulas para hallar el drea de un tridngulo obli-
cuangulo.

Caso I.  Cuando se conocen dos lados y el angulo que forman.

Teorema. El area de un tridngulo es igual ala mitad del pro-
ducto de dos de sus lados por el seno del angulo que forman.,

Demostracion. Supongamos que se conocen b, ¢y 4. To-
memos ¢ como la base. Designemos la altura por & y el drea

por S. Entonces, por Geometria,

S =Y ch.
C C
b 2 " =
b
Fig. 93 Fig. 94

Pero, de las figuras 93 v 94 se deduce: A=10 sen A; por
tanto,

(59) S = 14 bc sen A.
Andlogamente,

S= 2 ac sen B = Y% ab sen C.

Eiewero 1. Hallar el drea de un tridngulo, teniendo como datos
b=20cm, c=15cm, 4=60°.

Solueion.  Sustituyendo en (59),

S= 1 be sen A = 14 X20X15 X \/)‘ =75\ 3 cm?,
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Caso 1I.

Cuando se conocen los tres lados.
iol trigingulo ABC (fig. 92) es la suma de los tres triingu-

los OBC, 0OCA, OAB, cuyas areas son, respectivamente,
'S5 ar, Y5 br, Y% er. Susuma es

S=Yr(a+b+e) =rs.

Sustituyendo el valor de r dado por (55) (Art. 46), obte-
Nenos

(60)

S=+Vs(s—a){s—0d (s—c).
Esemrro 2. Sabiendo que a =13, b=14, ¢= 15, calcular el irea.

Solucion. s=Y (a-+h+¢)=21, s—a=8, s—b=7, s—c=0.

Sustituyendo en (60),

S =4%E-0a) (s3=b) (x—c) =V 21 X8X7X6=84.

Caso II1. Ciertos problemas no incluidos directamente en los
casos [y Il pueden resolverse por el caso I, caleulando primero
un angulo o lado adicional por la ley de los senos.,

Eieympro 3,

Dados a=10V'3, b=10, .1=120"; hallar el drea del
triangulo,
Solueion,

Par la ley de los senos,

bsend 10XY%N/3 1
sen B = & - oot ol

10V 3 2
De donde, B = 30° y C=180"—(A4+8) = 30°

Ahora tenemos los dos lados, a y b, y el angule que forinan, C. Por
tanto,

S = Y%ab sen C= % X 10/ 3X10X % =25V 3.
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PROBLEMAS

Hallar las 4reas de los siguientes tridngulos:

I. b=8, ¢=5, A=60°. Solueibn. 17 ,32.
2. a=10, b=12, C=60°.

3. a=40, c=60, B=30°. Solweion. 600,

4. a=7, c=5\/2, B=135°.
5. a=40, b=13, c¢=3T. Soluecion. 240,
6

. a=5 b=6, c=T.

7. a=409, b=169, c=510. Solucion. 30 600.
8. b=149, A=70°42, B=39°18.

9. ¢=8, B=100°6/, C=31°6. Solucion. 45,90.
10. b=10, c=40, A=75°.
Il. a=7, ¢=3, A=60°. Solucion. 10, 39.
12. a=140,5, b=170,6, .4=40°

13. Demostrar que si en un trifngulo se conocen un lado y sus dos
4ngulos adyacentes, el drea de dicho tridngulo estd dada por una de las

formulas:

_atsenBeenC o _b’sendeenC . o c?eend sen B
2 sen (B+C) '’ 2 sen (A+0C) 2 gen (A+B)

14. Demostrar que el drea de un paralelogramo es igual al producto
de dos lados adyacentes cualesquiera multiplicado por el seno del én-

gulo que forman,

15. Hallar una férmula para el drea de un trapecio isosceles en fun-
cion de los lados paralelos y un édngulo agudo.

16. Demostrar que el drea de un cuadrilitero es igual a la mitad
del producto de sus diagonales por el seno del angulo que forman.

17. La base de un tridngulo isosceles es 20 y su drea es lOU:\/:—f;

hallar sus dngulos. Solucion. 30°, 30°, 120°.
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I8. Demostrar que el drea de un tridngulo cualquiera est4 dada por
cudn una de las siguientes formulas:

a. S= 14 a® sen B sen C csc A.

be
b. S=%%¢.
4 R

c. S= Rr(sen A+sen B-+sen ().

d. §= 2 abe (cos 4 A cos Y3 B cos 150).

a+b+c

48. Nota final. En este capitulo los edalculos se han hecho
usando las tablas IV y V (valores naturales de las funciones).
Como dijimos en el Articulo 36, se obtienen cuatro cifras
exactas en los resultados. En el siguiente capitulo los cdleu-
los se hardn por logaritmos, usando tablas de cuatro cifras.
l.os resultados se hallardn automédticamente con cuatro cifras
exactas y se evitard mucho trabajo inutil.



CAPITULO V
TEORIA Y USO DE LOS LOGARITMOS

49. Necesidad de los logaritmos* en la Trigonometria.
Muchos de los problemas que se presentan en la Trigonome-
tria implican largos cdleulos. Como el trabajo relacionado con
ellos puede aminorarse grandemente con el ueo de los logarit-
mos, resulta ventajoso usarlos en una gran parte de los caleu-
los trigonométricos. KEsto es especialmente cierto en los
cidleulos relacionados con la solucién de los triangulos. A
continuacién vamos a dar los principios fundamentales de los
logaritmos y a explicar el uso de las tablas de logaritmos.

Definicién de logaritmo. Se llama logaritmo de un numero en
wna base dada al exponente de la potencia a que debe elevarse la
hase para obtener el nimero.

Asi, si

(4) b* = N, ( forma exponencial )

entonces x es el logaritmo de N de base b. Kste enunciado se
eseribe en forma abreviada como sique:

(B) z=logn N. ( forma logaritmica ) |

(A1) y (B) son entonces simplemente dos maneras diferen=
tes e expresar Ja misma relacion entre b, z,y N.

1
* Los logaritinos fueron inventados por John Napier (1550—1617),i
Baron de Merchiston, en Escocia, y descritos por ¢l en 1614, l
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(A) se llama forma exponencial.

(B) se llama forma logaritmica.

El hecho de que un logaritmo sca un exponenfe puede ex-
presarse mas claramente eseribiendo () en la forma

(base)® = numero.

Por ejemplo, las siguientes relaciones expresadas en forma
exponencial,

32=9, 28=32, ()=} a'=2,
se escriben, respectivamente, en la forma logaritniica
2=log: 9, 5=logz 32, 3=log:; }s, y=log: 2
en donde,

2, 5, 3, y son los logaritmosz (exponentes),
3, 2, )5, x =on las bases, y

9, 32, }, 2 son los nimeros, respectivamente.

De manera semejante, las igualdad%

—_ T Ve g s G
o . s b
8% = v/ 82 =v64=4, b°=5;=l

ae eseriben en forma logaritmica como sigue:
Y=loges 5, —3=logw 0;001, *i=logs 4, O=logs 1.

Eiemrro.  ;Cudl es el logaritmo de 27 de base 97

.\'u/ul‘il'm. Sea xr = IH;_'g 27
Kntonces, 9 =07,

0 Sen, J2F = 39
Por tanto, 2r =4

\} z = Y.

Urnnville, Trigonumetria, = 1.
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Expresar las siguientes igualdades en forma logarftmica:

.
2.
3.
4.
5.
6.

Expresar las sigiientes igualdades en forma exponencial:

13.
14.
15.
16.

21.

TRIGONOMETRIA

PROBLEMAS

52=25. Solucibn. logs 25=2. 1.
103 =1 000. 8.
34=8l. 9.
(13)%=ls. 10.
v/'9=3. .
9—4=1{g. 12.

logy 34=3. Solneion., 4% =64. 17. logs2=%.

log7 4§ =4 18. logaa=1.

loge . -3 =3. 19. loga 1=0. |
logy0 0,0001=—4. 20. logp a=c.

Cuando ]a base es 2, ;cuéles son los logaritmos de los nimeros

1, 2, %, 4, %, 8, 64, 1287

22. Cuando la base es 5, jcuéiles son los logaritmos de los niimeros

l; 5. 25' l25r %r %5, %26?

23.

Para la base 10, jendles son los logaritnios de los nimeros 1, 10,

100, 1000, 10000, 0,1, 0,01, 0,001, 0,0001?

24. Para la base 4 los logaritmos de ciertos niimeros son 0, 1, 2, 3,

-1, —2, Y%, (cuéles son los niimeros?

Hallar el valor de z en cada una de las siguientes ecuaciones:

25.
27.
29.
31.

r=logs 9. Solueion, 2. 26. z=logz %.
r=logs 16. Solucibn. %.  28. z=log oo 1000.
z=10g10 v/ 10. Solueitn.  %.  30. zr=log, v/ 16.

]ogz r=23. ,Sl/h(l.'l.(')n. 8. 32. l()ﬂa r==—2.

Vv/125=5.
10—2=0,0L.
(0,01)2 =0,0001.
a®=1.

pA=q.

y=42"

P RPR——
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33. 2logzs z=-—3. Solucion. Y{gs. 34. 3logg z=—4,
35. log: 16=2. Soluecion. =4. 36. logr 0,001=—3.
37. logz 6= —2. Solucién. =25. 38. logz 10v/ 10 = 4;.

Verificar los siguientes enunciados:
39. l()g]o 1000+10g|o 100+]Og10 ]0+log,o 1=06.
40. log,o 0,001 —log;o 0,014log,00,1=~2.

4]. 2 lOga a+2 ]Oga -1— + lOga 1 =0,
a

42. 3 loga7 3— 13 logs 27+loge 3=14.
A—— 10
43. 4logzV/ 0,12546 logo Yﬁ)‘ = -9.
44, '8 % =z,
45. lUga a* = p,
50. Teoremas sobre los logaritmos. Como un logaritmo
es simplemente un nuevo nombre d&do al exponente, es evi-

dente que las propiedades de los logaritmos deben hallarse a
partir de las leyes del Algebra que rigen a los exponentes.

Teorema I. El logaritmo del producto de dos factores es
igual a la suma de los logaritmos de los dos factores.

Demostraciéon. Sean M y N los factores y z e y sus loga-
ritinos en la misma base b. Intonces:

(A) logp M =2 y logn N=1y.
Escribiendo estas igualdades en la forma exponencial,
(B) V¥=My W=N,

Multiplicando miembro a miembro las igualdades (B),

V¥tV = MN.
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KEscribiendo esta igualdad en forma logaritmica queda

logy MN =z 4y =logs M+log, N. De (A)

Por aplicaciones sucesivas, este teorema se puede extender
evilentemente al producto de un ntimero cualquiera de fac-

tores. Asi,

logy MNPQ=logsM - NPQ = logy M+logs NPQ  Teorema I
= log, M+ logy N-t+log, PQ
= logy M+logn N+logn P4logy Q.

Teorema II.  El logaritmo del cociente de dos nitmeros es igual
al logaritmo del dividendo menos el logaritmo del divisor.

Demostracion. Como en el Teorema I, sean
(A) logy M=z y logy N=Y.
Pasando a la forma exponencial,
(B) =My b=N.

Dividiendo miembro a miembro las igualdades (B), obte-
nemos

M

PP Y= —

Pasando esta expresion a la forma logaritmiea, resulta

M -
log:,N— = z—y = logn M—log, N. De (A)

Teorema III. FEl logaritmo de la potencia de exponente p de
un nimero es igual a p veces el logaritmo del nitmero.

Demostracion. Sea  logy, N = .

Iintonces, b* = N.
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Elevando ambos miembros a la potencia p,
br* = N?,
Escribiendo esto en la forma logaritmica, resulta

logy N? = px = p logy N.

Teorema IV. El logaritmo de la raiz de indice r de un nu-
mero es igual al logaritmo del numero dividido por r.

Demostracion. Sea logy N = .
Entonces b= N,

Extrayendo raiz de indice » a ambos miembros,

x 1

b*=N".

Escribiendo esta igualdad en la forma logaritmiea, queda

S|

logn N _ 1 e N
r r jiT

J T
logi, N -

De los cuatro teoremas anteriores se deduce que si usamos
los logaritmos de los nimerd& en vez de los niimeros mismos,
entonces las operaciones de multiplicacion, division, elevacion a
potencias v extraccion de rawces se reducen a las de suma, resta,
multiplicacion 'y division, respectivamente.

Esevrro 1. Hallar el valor de loge \/0,001.
Solucion.  logye \/6_,607 = 14 log,0 0,001 Teorema IV

/ 4 / !
= 13 logyo Jicoo = 12 (—3)=—32.

3 ‘ ‘ < ~ D
Eiemrro 2. Escribir logy 27><.0,230>(1 83 en forma desarro-
63,2X7,86

W

llada.
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Solucitn,

*[270,235X7.63 _ . ). 27X0,235X7 .63
63,2X7,86 3 63,2X7, 86

logy

= 14(logy (27X0,235X 7, 63) —logy (63 ,2X 7 .86)]
= 35 [logy 27+1logy0, 235+1logy 7, 63— (logy 63 , 2+4logy 7, 86) |.

PROBLEMAS

Hallar el valor de cada una de las siguientes expresiones:

1. logio v/ 1000+ log;o V0,01 Solueibn. 14,
2. logio (0,1)4—log,eV/ 0,001.

3. o0 V Yo+ logio v/ 10. Solucion. 0.

4. log,o V100 — log,o (0,01)2,

5. logaV/ 8 + logs (34)2. Solueibn,  —)3.
6. logz (0,5)3 — log, v/ 186.

7. logs V125 +log, V121, Soleion.  13¢.

8. logs (2)%+logz (14e) ‘4.

Eseribir las siguientes expresiones logaritmicas en forma desarro-
llada:

9. logo 4_'1_;;))5);'34 ! 12. logm ah sen C )
6,72
10. log / ) ) 13. lowio I°(14)",
O 10 \ 93,1%0,065 oo I’(141)
k=B = 3 b2 %
. logm \/f(s xb_’.'(; ‘) A 14. logo —(4\72—'.

Eseribir las siguientes expresiones logarftinicus en forina abreviada:

15. 2 logxz+Y log y—3 log z.

16. % log (z—1)-2% log z—=% log (z+42)+log ¢.

17. log y—Y% log (y*+4)+log c.

18. %i2log(r—1)43 log (x4+1)+}2 log 2--%; log (z241) |.



LOGARITMOS 167

51. Logaritmos comunes.* Cualquier nimero positivo,
excepto la unidad, puede tomarse como base, y a cada base
particular escogida corresponde un conjunto o sistema de
logaritmos. En los logaritmos comunes, llamados también
vulgares o decimales, la base es 10, y son los mds convenientes
de usar en nuestro sistema de numeracién decimal. En lo
que gigue, cuando no se especifique la base, se debe tomar
como 10. Asi, logi 100=2 se escribe

log 100=2, etc.

El logaritmo comiin de un nimero dado es, por consi-
guiente, la respuesta a la pregunta

;Qué potencia de 10 serd igual al nitmero dado?

La siguiente tabla indica qué numeros tienen por logarit-
mos numeros enteros en el sistema decimal.

Forma .exponencial Forma logaritmica

Como 10* = 10000 tenemos log 10 000 = 4
10° = 1000 log 1000 =3
102 = 100 log 100 =2
100 =10 log 10 =1
10° =1 log 1 =0
10! =01 iy log 0,1 = —1
10-2 ='0,01 log 0,01 = -2
10-% = 0,001 log 0,001 = —3
10—* = 0,0001 log 0,0001 = —4

ete. ete,

+ También llamado sistema de Briggs, inventado por Henry Briggs
(1561<1630), profesor del Gresham College, Londres, y mds tarde en
Oxford. Modifico el invento de los logaritmos de manera que resultara
conveniente para el uso préctico.
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Suponiendo que cuando un nimero crece su logaritmo
también crece, vemos que un nimero comprendido entre
100 y 1000 tiene un logaritmo comprendido entre 2 y 3.
Andlogamente, el logaritmo de un nuimero comprendido
entre 0,1 y 0,01 tiene un logaritmo comprendido entre
—1 v —2. En resumen, el logaritmo de cualquier nimero
que no sea una potencia exacta de 10 consta, en general, de
una parte entera y una parte decimal.

Asi, por ejemplo, como 4 587 es un nimero comprendido
entre 10® y 10%, tenemos

log 4587 =3+ una parte decimal.

De la misma manera, como 0,0067 es un nimero com-
prendido entre 1073 y 1072,

log 0,0067 = — (24 una parte decimal)

= — 2 —una parte decimal.

Por razones pricticas el logaritmo de un niimero se escribe
siempre en tal forma que la parte decimal sea positiva.
Cuando el logaritino completo es negativo, la parte decimal
puede hacerse positiva sunuindole una unidad. Entonces,
para no alterar ¢l valor del logaritino, agregamos una unidad
negativa a.la parte entera. Asi, en el iltimo ejemplo,

log 0,0067 = (—2) + (~—una fraccién decimal)
— (—1—2) 4+ (1 —una fracciéon decimal)
= — 3+ una nueva parte decimal.

Para hacer resaltar el hecho de que la parte entera de un
logaritmo es negativa, se escribe usualmente el signo menos
encima de dicha parte entera.
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Por ejemplo,

log 0,004712 = — 2,3268

=_2-0,3268
=(—1—2)+(1—0,3268)
—=3,6732.

L.a parte entera de un logaritmo se llama caracteristica del
logaritmo.

La parte decimal de un logaritmo se llama mantisa del
logaritmo. o

Asi, si log 357=2,56527 y log 0,004712=3,6732, las par-
tes enteras 2 y —3 son las caracteristicas y 0,5527 y 0,6732
las mantisas.

De las explicaciones dadas y de la tabla de la pidgina 167
obtenemos reglas que se dan en el articulo siguiente.

52. Reglas para determinar la caracteristica de un loga-
ritmo comun.

La caracteristica del logaritmo de un ndmero mayor que la
unidad ex positiva e igual a una unidad menor que ¢l
nimero de cifras que tiene el nimero a la izquierda de
la coma decimal,

La caracteristica del logaritmo de un nimero menor que la
unidad 2 negativa e igual a una unidad mayor wimeérica-
mente que el nimero de ceros comprendidos entre la coma
decimal y la primera cifra significativa del adamero.

Esempro 1. Las caracteristicas de los logaritmos de log niimeros
27683, 456,2, 9,67, 436000, 26, 0,04, 0,0000612, 0.7963, 0.8 y 0,0012

s0n 4, 2, 0, 5, 1, -2, -5, -1, -1, -3.

Teorema V. Los niumeros que difieren solamente en la posi-
cion de la coma decimal tienen la misma mantisa,
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Demostracion. Consideremos, por ejemplo, los ndmeros

54,37 y 5437.
Sea 10" = 54,37.

Si multiplicamos ambos miembros de esta ecuacion por
100(=10?), tenemos
102 . 10°=10*+2= 5437,
o sea,
z+42=1log 5437.

Por tanto, el logaritmo de uno de los nimeros difiere del
logaritmo del otro solamente en su parte entera (caracte-

ristica).

Asi, si log 47120=4,6732,
entonces, log 47,12=1,6732,
y log 0,004712 =3,6732.

Como la mantisa es siempre positiva, es deseable en algu-
nos calculos sumar y restar de la caracteristica los mismos
multiplos de 10. Asi, 2,3416 puede escribirse en la forma
8,3416—10. En este caso se sumaron y restaron 10 a la carac-
teristica —2. Los siguientes ejemplos har:in ver la ventaja de
escribir las caracteristicas en esta forma. |

Eiemrro 2. Sumar los logaritmos 2,4069 y 1,9842.

Sumando y restando 10, escribimos
8,4069—10
9,8842—10

18,3911 —20
0 sea, 3.3911.
Eiempro 3. Restar 34492 de 2,1163.

Escribimos 12,1163—10
7,4492—10

4,6671.
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EsempLo 4. Maultiplicar 2,7012 por 3.

8,7012—10
3

26,1036—30

0 Bea, 4,1036.

Ksempro 5. Dividir 2,2411 por 3.
Aquf primero sumamos y después restamos 30.

3)28,2411-30
9,4137—10

0 sea, 1,4137.

PROBLEMAS

Dados log 62,83 = 1,7968 y log 7194 = 3, 8569, hallar los logaritmos
e los siguientes niimeros:

. 6263. Solueibn. 3,7968. 2. 7,194.
3. 0,006263. Solucion. 3 ,7968. 4. 62630.

5. 0,7194. Solueibn. 1 ,8569. 6. 626,3X71,94.
7. (6,263)2. Solneibn. 1,5936. 8. V7194

9. 0,06263\/7 191, 'Shlucibn. 1,0824. 10, 71940

62,63

Dados log 5,664 =0,7531y log 0,7182 = 1,8562, hallar los nimeros
yue corregsponden a los siguientes logaritmos:

I. 1,753L Solucion. 56,64, 12. 2,8562.
13. 8,7531—10. Solucibn. 0,05664. 14, T1,7331.
15. 5,8562. Solueion., 718 200. 16. 7,7531-10.

17. 9,8562-+10. Solueibn, 0,7182, 18. 3,8562.
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Dados log 2=10,3010 y log3=0,4771, hallar los valores de los
siguientes logaritmos:

19. log 8. Solueiton.  0,9030. 20. log 27.

21. log 6. Soluein, 0, 7781, 22. log 48. {-
23. log 2V 3. Solucion. 0,5396. 24. log §_\2/—6 !

25. log v/ 0,125. Solucibn. 9,5485—10. 26. log v/ 15. .

27. log 2000 v/ 30.  Solucion. 4,0396. 28. log -\_/-‘?6'9:? ’

53. Tablas de logaritmos. Kl sistema de logaritmos que
tiene por base 10 es ¢l usado en los cilculos corrientes. Para
conveniencia del calculista los logaritmos comunes han sido
calculados hasta cierto nimero de cifras exactas y ordenados
en forma de tablas llamadas tablas logaritmicas. Los logarit-
mos decimales tienen dos grandes ventajas. |

1. La caracteristica del logaritmo de un nimero puede escris
birse directamente siguiendo las reglas del Articulo 52.

Es por esto que, generalmente, solamente figuran en las
tablas las mantisas de los logaritimos.

—=——2. Los logaritmos de los nitmeros que solamente difieren en la
posicion de tacoma decimal tienen la misma mantisa ( Teorema V'
Art. 52). B ——alaal

Por tanto, como un e¢ambio en la posicion de la coma deci-
mal en un niimero afecta solamente a la caracteristica, es
suficiente tabular las mantisas * de logaritmos de numeros
enteros. Asi,

log 3104=3,4920 log 31,04 =1,4920),
log 0,03104=2,4920, log 310 400 =5,4920;

en suma, un nimero cualquiera que tenga 3 104 por parte
significativa tendrid 0,4920 por mantisa de su logaritmo.

* ks costumbre no poner en las tablas la coma decimal que corress
ponde a cada mantisa,
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54. Como encontrar el logaritmo de un numero dado.
[.as dos primeras piginas de la tabla 1 * dan directamente las
mantisas de los logaritmos de todos los niimeros cuya prime-
ra cifra significativa sea 1 y cuya parte significativa consta de
cuatro o menos cifras, y en las otras dos pdginas se encuen-
tran las mantisas de los logaritmos de todos los nimeros cuya
primera cifra significativa sea mayor que 1 y cuya parte sig-
nificativa consta de tres o menos cifras. Por comodidad de
impresion se han suprimido el cero y la coma decimal, que
deben sobrentenderse.

[.Los siguientes ejemplos enseinian el procedimiento para
encontrar los logaritmos de niimeros para los cuales las man-
lisas est:in dadas directamente en las tablas.

En todos los casos la caracteristica se determina por la
posicion de la coma decimal de acuerdo con las reglas del
Articulo 52.

Kiempro 1. Hallar el logaritmo de 1387.

Solweion. Por la regla del Articulo 52 vemos que la caracterfs-
ticn es +3.

lin la tabla buscamos 138 en la colnmna No. La mantisa se encon-
trard en la misma fila que 138 y en la columna encabezada con el
nimero 7. Vemos que es 1421, que signitica 0, 1421,

Por lo tanto, , log 1387 = 3,1421.
~y

Eienrero 2. Hallar log 17,

Solueion.  La caracteristica es 1,
Para hallar la mantisa de 17 busquemos la imnantisa de 1700. En la

tnbla se busca 170 en la columna No. La mantisa se encuentra en
In misma fila que 170 y en la columna vertical encabezada con 0,
Fsto da la mantisa 2304, que significa 0,2304.,

Por lo tanto, log 17 = 1, 2304.

* Las tablas a que nos referimog gon lag que van al final del libro,
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Esevrro 3. Hallar Jog 0,00152.

Solucién. La caracterfstica es —3, es decir, negativa y una unidad
mayor numéricamente que el nimero de ceros (dos) que siguen a la

coma decimal.
Busquemos 152 en la columna No. En la misma fila que 152 y en

la columna vertical encabezada por 0 hallamos la mantisa buscada,
1818, que representa 0, 1818,

Por lo tanto, log 0,00152 = 3,1818 = 7, 1818—10.

Eisevrro 4. Hallar log 5,63.

Solucibn. La caracterfstica es cero.

Buscamos 56 en la columna No. En la misma fild que 56 y en la
columna que tiene-el 3 en la parte superior hallamos la mantisa bus-
cada, 0,7505.

Por lo tanto, log 5,63 = 0,7505.

Esemero 5. Hallar log 0,02,

Soluciébn. La caracterfstica es —2,
Usando 800, hallamos que la mantisa es 0,9031.

Por lo tanto, log 0,08 = 2,9031 = 8,031~ 10,

PROBLEMAS

Hallar los logaritmos de los siguientes ntimeros:

1. 1872, Solucibn. 3,2723. 2. &

3 0,7 Solucion. T,8451. 4. 20000.

5. 1,808. Solucién. 0,2572. 6. 0,000032.

7. 0,01011. Solucién. 2,0048. 8. 9,95,

9. 17,35. Solucibn., 1,2393. 10. 0,1289.

1. 2500. Solucidn. 3 ,3979. 12. 1,002.

Cuando la primera cifra significativa de un nimero es 1 y‘

el nimero de cifras de su parte significativa es mayor que 4,41
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la mantisa de su logaritmo no puede hallarse en la tabla I,
ni tampoco puede hallarse la mantisa correspondiente al loga-
ritmo de un niimero cuando su primera cifra significativa es
mayor que 1 y el niimero de cifras de su parte significativa
es mayor que 3.

Por interpolacion,™ sin embargo, podemos hallar la man-
tisa, en el primer caso, de un nimero que tenga una quinta
cifra significativa, y en el segundo caso, de un nimero que
tenga una cuarta cifra significativa. En este libro no se hace
ningdn intento para hallar los logaritmos de nimeros de mas
cifras significativas, ya que nuestras tablas de cuatro cifras no
permiten aproximacion para esos casos.,

A continuacién veremos el proceso de interpolacién por
medio de ejemplos.

Esemrro 6. Hallar log 2445.

Solweién, Por la regla del Artfeulo 52, la caracterfstica es 3. La
mantisa no se encuentra en nuestra tabla. Pero tenemos:

log 2 450 = 3,3892
y log 2 440 = 3,3874
Diferencia de logaritmos = 0,0018

Como 2445 estd comprendido entre 2440 y 2450, es claro que su
logaritmo debe estar comprendido entre 3,3874 y 3,3892. Como 2 445
estd precisamente’ o la mitad entre 2440 y 2450 supondremos que su
logaritmo estd también a la mitad entre los dos logaritmos, ** Toma-
mos entonces la mitad (o sea, 0,5) de su diferencia, 0,0018 (llama-

+ En los Articulos 38-39 se aplicé la interpolacién en el caso de las
funciones trigonométricas,

** Kn este proceso de interpolacion hemos supuesto y usado el
principio de que el incremento de un logaritmo es.proporcional al inere-
mento del mimero. Este principio no eg estrictamente verdadero, y su
aplicacién aumenta en muchos casos el error de las tablas, el cual para
lns mantisas dadas es menor, en valor abgoluto, gue 0,00005 Sin em-
bargo, el error linal en cualquier cuso serd menor, en valor ubgoluto,

que 0,0001.
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da diferencia tabular), y sumamos esta mitad a log 2440 = 3,3874
Ee¢to da
log 2445 = 3,3874+0,5X0,0018 = 3,3883.

Si tuviéramos que hallar log 2442, tomarfamos no la mitad de la
diferencia entre los logaritmos de 2440 y 2450, sino 0,2 de ella, ya que
si a nn anmento de 10 unidades en el niimero 2440 le corresponde un
anmento de 0,0018 en el logaritmo, a un aumento de 2 unidades le
corresponderd un awmento de dos décimas de esta diferencia.

De esta manera:

log 2442 = 3,38744-0,2X0,0018 = 3,3874+0,0004 = 3 ,3878.

Para ahorrar trabajo en lainterpolacion, al buscar los loga-
ritmos de mimeros cuvas mantisas no se encuentran en la
tabla, cada diferencia tabular que aparece en la tabla ha sido
multiplicada por 0,1, 0,2, 0,3, ..., 0,9, e impresas en la
columna de la derecha encabezada con el nombre de “Partes
proporeionales”. Asi, en la tercera pagina de la tabla I, la
primera seccion de la columna de partes proporcionales,
muestra los productos obtenidos al

Cifra | Diferencia multiplicar las diferencias tabulares
adi"il"' _ 22 y 21 por 0,1, 0,2, 0,3, ...., 0,9
ol )22 |21 it

1 2,2 | 21 D e D & o

2. | 44 42 01x22= 2,2 0,1x2l= 2,

3 22 2} 0,2x22= 4,4 0,2x21= 4,2

; 110 | 10.5 0,3x22= 66 03x21= 6,3

6 13,2 | 12,6 ) '

| a5 | 14T 04x22= 88 0,4x21= 84

S 17,6 | 16,8 Bw 29 = e

5 1w | 18 0,5%x22=11,0 0,6x21=10,5

ete. ete.

Siemrro 7. Hallar log 28 64.

Solucion. Como la mantisa de 2864 no se halla en nuestra tabla,

debemos interpolar.
Jog 28,60 = 1,4564

log 28,70 = 1,4579

Diferencia tabular = 15
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Se busca la tablilla de partes proporcionales correspondientes a ls
diferencia tabular 15. Debajo de 15 y enfrente de la cuarta cifra adicio
nal 4 de nuestro nimero hallamos 6,0. Entonces:

log 28,60 = 1,4564
6 Parte proporcional

log 28,64 = 1,4570.

Esewpro 8. Hallar log 0,12543

Solucibn. Como la mantisa de 12548 no se encuentra en nuestra

tabla, interpolamos, cs
log 0,12540 = T, 0983

log 0,12550 = 1,0986
Diferencia tabular = 3.

Se busca la tablilla de partes proporcionales correspondientes a la
diferencia tabular 3, Debajo de 3 y frente a la cifra adicional 8 halla-
mose 2,4 (=2). Entonces

log 0,12540 = T,0083
2 Parte proporcional

log 0,12548 = 1,0085.

PROBLEMAS

Hallar los logaritmos de los siguientes niimeros:

. 4583, Y Solucion. 3 ,6612, 2. 16,426.

3. 0,00688, Solucion., 2 ,9862. 4. 0,10108.

6. 1000,7. Solueion. 3 ,0003. 6. 724 200.

7. 9,496. Solucibn,  0,9775. 8. 0,0004586.

55.. Hallar el numero correspondiente a un logaritmo dado.
[Los siguientes ejemplos ensefian el procedimiento para hallar
un nimero cuando se conoce su logaritmo. (Al nidmero co-

rrespondiente a un logaritmo dado se le llama antilogaritmo.)
Gmaville, Trigonometria. — 12,
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Esevrro 1. Hallar el mimero cuyo logaritmo es 2, 1892,

Solucion. El problema puede enunciarse también asi: haliar z sabien-

do que
log z = 2,1892,

En la tabla hallamos esta mantisa, 1892 exactamente, donde se cru-
zan la fila correspondiente al 154 de la columna No. y la columna
encabezada por 6. Por tanto, las cuatro primeras cifras significativas
del niimero buscado son 1546. Como la caracteristica es 2, colocamos
la coma decimal de tal manera que queden tres cifras a la izquierda
de dicha coma, es decir, la colocamos entre 4 y 6. Por tanto,

z = 15%,6.

Eievrro 2. Hallar el mimero cuyo logaritmo es 4, 8409.

Solucitn. Es decir, dado log z=4,8409, hallar z. Como la mantisa
Q409 no se encuentra exactamente en nuestra tabla, interpolamos.

La mantisa dada, 8409, estd comprendida entre los mimeros 8407 y
8114 contenidos en la tabla.

Las tres primeras cifras significativas del nimero correspondiente a
la mantisa menor, es decir, a 8407 son 693.

La diferencia tabular entre 8407 y 8414 es 7, y la diferencia entre 8407
y la mantisa dada, 8409, es 2.

En la columna de partes proporcionales, bajo el grupo correspon-
diente a la diferencia tabular 7, hallamos que la parte proporeional 2,1
os la mds cercana a 2 en valor. A laizquierda de 2,1 hallamos 3,
que es la cifra (adicional) que debe agregarse a las cifras del mimero 693
hallado en el segundo paso. Luego lag cuatro primeras ciiras significa-
tivas del nimero buseado son 6933.

Como la caracteristica del logaritmo dado es 4, agregamos un cero y
colocamos la coma decimal después de ¢l para tener cinco cifras del
mimero u la izquierda de la coma decimal. Finalmente,

z =69 330.

PROBLEMAS

Hallar los mimeros correspondientes a los siguientes logaritimos.

1. 1,8055. Solueion, 63,90, 2. 1,447,
3. 0,2164. Solucion, 1,646, 4. 2 9187,
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5. 2,0529. Solueitn. 0,01130. 6. 5,2668.
7. 3,9774. Soluecibn. 9 493. 8. 14,0010,
9. 8,4430-10. Solucion. 0,02773. 10. 9,4975—10.

56. Uso de los logaritmos en los cdlculos. Los siguien-
tes ejemplos muestran el empleo de los logaritmos en los
cileulos prieticos.

Esemrro 1. Caleular por logaritmos 243 x 13, 49.
Solucion.  Sea z=243X13,49.

Tomando logaritmos de ambos miembros,

log z = log 243+log 13,49.  Teor. I, Art. 50

Tenemos que
log 243 = 2,3856

log 13,49 = 1,1300

Sumando, log z = 3,5156
de donde, z = 3278.

1375X0,06423

Kiemrro 2. Caleular 76 190

: 2l 1375X0, 06423
Solucion. Sea z = =6 490 r

Entonces, log z = log 1375+log 0,06423—log 76 420

X Teors. I y 1I, Art. 50
\ log 1376 = 3,1383

log 0,06423 = S 807710

e — - -

Sumando, 11,9460 10
log 76420 = 4 8832

Restando, logr= T7,0628—-10
£ = 0 y 001 156.



180 TRIGONOMETRIA

Esempro 3. Calcular (5,664)3.

Soluecion, Sea z = (5,664)3,
Entonces, logz =3 log 5, 664. Teor. 111, Art. 50
log 5,664 = 0,7531
3

log z = 2,2593
z = 181,7.

EsemprLo 4. Calcular v/ 0,7182.

Solucitn. Sea z=+/0,7182 = (0,7182)%5,
Entonces, log z = 35 log 0,7182. Teor. 1V, Art. 50

log 0,7182 = 11,8562
= 29,8562—30. Ejemplo 5, Art,52

3) 29,8562—30
logz = 9,9521-10

z = 0,8956.

8 R
EsemprLo 5. Calcular vV 7194 X87

98 080 000
3 e % %
Soluciom. Sea z= /7194 X 87 - [(7194) XS7] :
98 080 000 98 080 000
Entonces, log z = 1% [14 log 7194 +log 87 —log 98080000].
log 7194 = 3, 8569
2) 3,8569

14 log 7194 = 1,9285
log 87 = 1,9395

Sumando, 3, 8680

0 sea, 13,8680 —10
log 98080000 = 7,9916

Restando, 5,8764—10
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0 sea, 25, 8764 —30 Ejemplo 5, Art, 52.
3) 25,8764—30

logz = 8,6255—10

de donde, z = 0,04222.
Esempro 6. Caleular $X62,73X0,052
56 X8,793
Solucién. Sea gim 5X62,73 0,002
56 X8,793
Entonces,
log z = [log 8+log 62, 73+log 0,052] — [log 56+log 8, 793].
log8 = 0,9031 log 56 = 1,7482
log 62,73 = 1,7975 log 8,793 = 0,9442

log 0,052 = 8,7160—10 log denominador = 26924
log numerador = 11,4166—10
log denominador= 2,6924

logz = 8,7242-10

de donde, z= 0,05299, =

* En vez de buscar los logaritmos a medida que escribimos log 8,
log 62,73, etc., es mejor escribir primero una forma ordenada o esque-
leto de célculo antes de usar las tablas. Asf, para el ejemplo anterior,
la disposicion previa al cdlculo serfa:

log8 =0, log 56 = 1,
log 62,73 =1, log 8,793 =0,
log 0,052 =8, =10 log denominador =

log numerador =
log denominador =

log z =
de donde, z=

De este modo se ahorra tiempo. Al busear todos los logaritmos jun-

tos, ademds hay menos posibilidades de que se olvide el escribir las
caracteristicas,
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57. Cologaritmos. Kl logaritmo del reciproco de un ni-
mero se llama cologaritmo (abreviado colog). Por tanto, 81 .V
es un niumero positivo cualquiera,

colog N = log _1\: =log 1l —log NV Teor. I, Art. 50

= 0—log N=—log N.

Es decir, el cologaritmo de un nimero es igual a menos el
logaritmo del nimero, afectando el signo menos a todo el lo-
garitmo, caracteristica y mantisa. Con el fin de evitar una
mantisa negativa en el cologaritmo, se acostumbra restar el
logaritmo del nimero de 10,0000 —10. Asi, para el nime-
ro 25, por ejemplo, tendremos:

colog 25=log }is=log 1 —log 25.

Poro log 1= 0,
es deeir, log 1=10,0000—10,
Y como log 25= 1,3979
resulta, colog 25 = %,6021 - 10

Como dividir por un nimero es lo mismo que multiplicar
por el reciproco del mismo, es evidente que cuando estanmos |
calculando por medio de logaritmos podemos ya sea restar el
logaritmo de un divisor o sumar su cologaritmo. Cuando se
va a hacer un cileulo en el que el denominador de una frae-
cion consta de varios factores, es mds conveniente sumar los |
cologaritmos de los factores que restar sus logaritinos. De
aqui la siguiente

Regla. En vez de restar el lagaritmo de un dwisor, podemos
wumar sw cologaritmo. El cologaritmo de cualquier nimero xe
enenentra restando su logaritmo de 10,0000—10.
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Esempero 1, Hallar colog 52, 63.
Solveion. 10,0000 —10

log 52,63 = 1,7212

colog 52,63 = 8,2788—10

Esemrro 2, Hallar colog 0,016548.
Solueion. 10,0000—10
log 0,016548 = 8,2187—10

colog 0,016548 = 1,7813.

Luego, vemos que la mantisa del cologaritmo puede obte-
nerse del logaritmo restando la dltima cifra significativa de la
mantisa de 10 y cada una de las otras de 9.

Con el fin de mostrar cémo el empleo de los cologaritmos
presenta el trabajo escrito en forma mds resumida, calcu-
lemos la expresion del ejemplo 6 del articulo anterior, a

saber,

. 8x62,73x0,052
56x8,793

Solueion, Usando eologaritimos,
log x = log 84log 62, 73+log 0,052+4colog 56-+colog 8,793.

log 8 = 0,9031
log 62,73 = 1,7975
log 0,052 = 8,7160—10
colog 56 = 8 2518—10 ya que log 56 = 1, 7482
colog 8,793 =  9,0558—10 ya que log 8,793 = 00,9442

log z = 28 ,7242—-30
= 2,7242,

De donde, z 0, 05299,
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PROBLEMAS

Por medio de logaritmos, hallar el valor de cada una de las siguien-
tes expresiones.

' .
2.
3.

7.

.
12.
13.
4.
I5.
16.

17.

19.

9,238X0,9152.
4,832 4 938.

336,8 : 7 984.

353,6 : 423 2.
0,002934X 48,447, 37.
410,2X0,12594.

1500,8X%0,0843
0,06376X4,248°

12,34 186,42
2,520 X 23,26

(0,07396)8.
(1,2134)4,
V2.

v/ 69, 26.
/5.

v/ 0,24.
/0, 02305.
v/ 0,007777.

%0, 03296
7,962

| 520
134%X25,9°
0,08726)%
0,1321 )

(}i)%
113)

Solueion.

Solueion.

Solueion.

Solucion.

Solweion.

Solucion.

Solucion.

Solueion.

Solucion.

Solucion,

8, 454.

0,04218.

6,727.

467, 1.

0,000002213.

1,414.

1,496.

0,2846.

0,5010.
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21. % 53—’3—2 Soluciom. 0,0705.
2 1°[ 1
5V 32,6
12X86,1X/345
23. 5 oé7x = Solucitn. 536,7.
2 (2V31,2
17,8
25. vV 2XV3X+0,0l. Solucitn. 0,7035.
2 14v/163
- (@1,2)%
27. ‘5‘;‘); %8.' Solucién. —T,672.
28, (—41,2)3
6,1X0,072°
29. ((—7356:)) (‘2'()0':"12)). Solncitn. 0,2415.
30 1
2v/ =0,012

3l. El volumen de una esfera estd dado por la formula V=4{ = R3,
,Cuél es el radio de una esfera cuyo volumen es 473 ,8 dm?3? (r=3,142).

Solueion. 4,837 dm.

!
32. Dada la formula e='4 g2, en la cual g=9,80, hallar ¢ cuan-

do e=3066.

* Por la definicion de logaritmo (Art. 49) es evidente que un nfi-
mero negativo no tiene logaritmo. Si en un célculo se presentan nime-
ros negativos, deben ser tratados como si fueran pogitivos, y el signo
del resultado debe determinarse por las reglas de los signos del Alge-
bra, sin tomar en consideraciéon las operaciones logaritmicas que se
hayan hecho.
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33. Si en el interés compuesto el monto .1 de P pesos al r% du-
rante n anos estd dado por la formula A= P(14)", hallar el monto
de $2345 durante seis aios al 4 9. Solueion.  $2966.

- —

34. Dada la formula 7' = '\/_’- en la cuzl ¢ =9,80, hillese T
g
cuando [ =4,12.

b abc
35. Dada la formula R = en la cual

4V s(s—a) (s=b) (s—¢)
8 = 1% (atbte),

hallar R cuando a = 231, b = 315, « = 396. Solweion, 198,

58. Cambio de base en los logaritmos. Hemos visto
c6mo puede hallarse en nuestras tablas el logaritmo decimal
de un nimero. Pero algunas veces se necesita el logaritmo de
un nimero en una base diferente de 10. Para mayor genera-
lidad supongamos que han sido calculados los logaritmos de
los nimeros en la base a (mayor que cero) y deseamos
encontrar el logaritmo de un nimero, N, en una base b
(mayor que cero); es decir, se trata de expresar logs N en
funcion de los logaritios de la base a.

Supongamos que

logy N = z,

es deeir,

I = N.

Tomando logaritimos de base a de ambos miembros de esta
ecuacion, obtenemos
]Ogﬂ ht == logu ‘\’Y’

0 sea,
z loga b = loga N. Teorema III, Art. 50

loga N
loga b

Y despejando z, z
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Pero como z = logy N,
_ loga N
resulta, logy N = ek’

Teorema VI. El logaritmo de um nitmero en una nueva
hase b es igual al logaritmo del mismo nimero en la base origi-
nal a, dividido por el logaritmo de b en la-base a.

Esta formula también se eseribe en la forma

logh N = M- loga N,

en donde M = -——-1-—- se llama mddulo del nuevo sistema con

loga b
respecto al sistema original,

Por consiguiente, si se nos dan los logaritmos de los niime-
ros en una cierta base a, y queremos hallar los logaritios
de los mismos nimeros en una nueva base b, multiplicamos los

. , ) 1
logaritmos dados por el factor constante (mddulo) M = oadl b
a 0
Asi, teniendo los logaritimos comunes (base 10) de log nime-
ros, podemos obtener los logaritmos de los mismos nimeros
en la base e (=2,718) multiplicindolos por

1
logo ¢

M = = 2,3026.

[.os logaritmos de base ¢ se llaman naturales o neperianos.
El nimero M no depende del nimero particular N, sino
solamente de las dos bases a y 0.
kn los cileulos que siguen a=10, ya que las tablas que
usamos estian caleuladas para la base 10.

Eiemrro, Hallar logg 21,

Solueibn.  Sea z = log, 21,
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Entonces 3% =21,

y z log 3 = log 21.

De donde, z = log 21 _ 1,3222 _ 2,711,

logd  0,4771

PROBLEMAS

Hallar los siguientes logaritmos:

l.
3.
5.
7.
9.
.
13.
14.
I5.

loga 7. Soluciom. 2, 808. 2. logs 4.
log4 9. Solucion. 1 ,585. 4. logsT.
logg 8. Solucibn. 0,9464. 6. logs 5.
log; 14. Solucion, l., 356. 8. logs 102.
logg 10. Solucion. 2 ,096. 10. logs 100.
logg 0, 1. Solucibn. -2 ,096. 12. logs 0,0l1.

Hallar el logaritmo de 7, en la base 0,5. Solucibn. 0,6522.

Hallar la base del sistema en el cual el logaritmo de 8 es 23.

Demostrar que logy a - loga b = 1.

Demostrar que logy 10 = —— |
logio N

59. Ecuaciones exponenciales. Son aquellas en las cuales
las cantidades desconocidas ocurren en los exponentes. Tales
ecuaciones pueden resolverse frecuentemente por medio de
logaritmos, como se puede ver en los siguientes ejemplos:

Esemprro 1. Hallar el valor de z en la ecuacion 817 = 10.

Solueibn. Tomando logaritmos de ambos miembros,

0 ma.

Despejando z, z

log 81x = log 10,
z log 81 = log 10.

=log10=l.0w0=0524
log 81 1,908 '
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Esjemrro 2. Expresar la solucién de la ecuacién
a?*+3pz = ¢

en funcion de los logaritinos de las cantidades conocidas.

Solucion. Tomando logaritmos de ambog miembros
log a?*+34log b* = log c. Teor. I, Art. 50
(22+4-3) log a4z log b = log c. Teor. 111, Art. 50
2z log a+3 log a4z log b = log c.
z (2 log a+log b) = log ¢ -3 log a.

= log ¢—3 log o
2 log a4log b’

Esempro 3. Resolver el sistema:
(A) 2% .3V = 100.
(B) z+y = 4.

Solucién. Tomando logaritmos de ambos miembros de (4) y mul-
tiplicando (B) por log 2, obtenemos

z log24y log 3 =2
z log 24y log 2 =4 log 2
Restando, y(logld —log2) = 2—4 log 2

2—4log2 _  2-1,2040
log 3—log 2 0,4771— 0, 3010

Despejando ¥y, y =

y = (‘;—:17;’—2‘1’ = 4,52.
Sustituyendo en. (B), z=—0,652.
>I
PROBLEMAS
Resolver las siguientes ecuaciones:
l. 5% = ]2, Solueitn, 1,544, 2. 7*=25.

3. (0,4)-*=7.  Solucitn. 2,124, 4. 1051 =g,
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5. 4*—1=5%+1,  Solucibn. —13,43. 6. 4%¥=40.
1 1
7. (1,3)*=7,2. Solucibn. 7,527. 8. (0,922=(4,7) 3.

9. 7F+3=5s Solucion. —2,1729. 10. 22z+3—-62—1=0.

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

1. 4.3V=8,  Solucitn. z==0,9005, 12. 37.4Y=15552,

21'8"= . y=0,75640 4”5y=128m0.
13. 2¢.2V =222, Solucitn. z =13, 14. 2¢.2V =18,
z—y=4. y=29. 5% .7V =245,

15. a2 —3.a%—2=a%, Solucion. z =5,

3z42y = 17. y=1

Expresar la solucion de cada una de las signientes ecuaciones en fun-
cion de logaritmos:

6. 4 =P(14r)=

17. an+2% =1, Solvweion, — 1 = log ab.
log a
'8- az @ bv = m'
c®.dv = n,

60. Tablas de logaritmos de las funciones trigonomé-
tricas. Cuando se usan logaritmos en cileulos que contengan
funciones trigonométricas se ahorra mucho trabajo si se dis-
pone de los logaritmos de estas funciones en forma tabulada.*
En este libro se dan dos tablas completas de los logaritmos

¢ Para hacer una distincion entre las dos clages de tablas, las
tablas 1V y V se llaman tablas trigonomdtricas naturales, mientras que
Jos logaritmos de estas funciones dispuestos en forma tabulada se lla-
man tablas trigonométricas logarftmiicas, Las tublas a que nos referi-
mos son las que van al final de este libro.
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de las funciones trigonométricas, La tabla Il se usa cuando
el angulo dado o el buscado estd expresado en grados, minu-
tos y fraccion decimal de minuto, y la tabla 1II cuando el
angulo dado o el que se busca estd expresado en grados y frac-
cion decimal de grado. Para ambas tablas son ttiles las
siguientes instrucciones:

Los dngulos comprendidos entre 0° y 45° estin en la pri-
mera columna de la izquierda de cada pigina, * y el logaritmo
de la funcion de cualquier singulo se encontrar:i en la misma
fila que el dngulo y en la columna encabezada con el nombre
de la funcion.

Los dngulos comprendidos entre 45° y 90° est:in en la pri-
mera columna de la derecha de cada pigina, ** y el logaritmo
de la funcion de cualquier dangulo comprendido en esfe inter-
valo se encontrard en la misma fila que el dngulo y en la
columna que lleve el nombre de la funcion en su parte
infertor,

Para evitar la impresion de caracteristicas negativas se ha
sumado .el nimero 10 a cada logaritmo de las primera,
segunda y cuarta columnas (las encabezadas con log sen,
log tg y log cos). Por tanto, cualquier logaritmo tomado de
estas tres columnas debe escribirse con —10 después de él,
L.os logaritmos de la tercera columna (encabezada con log etg)
se usan como estan impresos. Asi,

log sen 38° 30/ = 9,7941 — 10 = 1,7941.
log etz 0° 10/ = 2,5363 = 2,5363.
’log tg 75,6° = 0,5905 = 0,5905.
log cos 2,94° = 9,9994 — 10 = 1,9994.

¢ Los dngulos erecen a medida que leemos haeia abajo.

¢« Losdangulox erecen o medida que leermos hacia arriba.
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61. Uso de la tabla II, en la que el angulo dado o bus-
cado estd expresado en grados y minutos.* Esta tabla da
los logaritmos de los senos, cosenos, tangentes y cotangentes
de todos los dngulos desde 0° a 5° y desde 85° a 90° de mi-
nuto en minuto, y los logaritmos de las funciones trigonomé-
tricas de todos los dngulos desde 5° a 85° a intervalos de
10 minutos.

Las pequefias columnas encabezadas con “dif. 1’ coloca-
das inmediatamente a la derecha de las encabezadas “log sen”’
y “‘log cos”’, contienen las diferencias, llamadas diferencias
tabulares, en los logaritmos de los senos y cosenos correspon-
dientes a una diferencia de un minuto en el dangulo. Andlo-
gamente, la pequefia columna encabezada “dif. com. 1"
contiene las diferencias tabulares para las funciones tangente
y cotangente correspondientes a una diferencia de un minuto
en el dngulo. Se observarid que cualquiera diferencia tabular
no estd en el mismo renglén que el logaritmo, sino a la mitad
de la distancia entre los dos logaritmos particulares cuya
diferencia indica. Por supuesto que la diferencia tabular que
debe tomarse es la que corresponde al intervalo en el cual
estd comprendido el dngulo en cuestion. Asi, para encontrar
log sen 78° 16/, la diferencia tabular que interesa es la corres-
pondiente al intervalo comprendido entre 78° 10" y 78° 20/
que es 0,2.

+« En caso de que el 4ngulo dado contenga segundos, primero se
reducen los segundos a fraccion decimal de minuto dividiendo por 60,

Asi, 88 18/ 42 = 88° 18,7/, ya que 42" = 4%, = 0,7,
2° /16" = 2°0,27, yaquel6’ = %, =0,266".....
Si el dngulo estd dado en grados y fraceion decimal de grado y se

desea usar la tabla 11, el dngulo puede expresarse rdpidamente en gra-
dos y minntog haciendo uso de la tubla de conversién al final de la

tabla.
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62. Cémo hallar el logaritmo de una funcion de un angulo
cuando el angulo estd expresado en grados y minutos. Los
siguientes ejemplos ensefian el procedimiento para encontrar
el logaritmo de una funcién trigonométrica cuando el angulo
estid expresado en grados y minutos. Al interpolar, supone-
mos que las diferencias en los logaritmos son proporcionales
a las diferencias en los dngulos correspondientes. A menos
que el dngulo sea muy cercano a 0° 6 90°, esto es en general
suficientemente exacto,

Eigmrero 1. Hallar log tg 32° 30/,

Solueion.  En la tabla IT hallamos el dngulo 32° 30/, exactamente;
por tanto, leemos inmediatamente de la tabla

log tg 32° 30’ = 9,8042—10.

Esewprro 2. Hallar log ctg 88° 17,

Solucion.  Leyendo hacia arriba en la tabla 11, hallamos el angu-
lo 887 17/, exactamente; por tanto,

log ctg 88° 17/ = 8,4767—10.

Esemero 3. Ilallar log sen 23° 26/,

Solucion.  El dngulo exacto 23° 26/ no se encuentra en la tabla II;
) K
por tanto, interpolamos como sigue:

log sen 23° 30/ = 9, 6007 —10
log sen 23° 20/ = 9, 5978—10

10" = 29

(‘omo un incremento de 10’ produce un ineremento de 29 (diezmilési-
mas) en la mantisa, un incremento de 6/ producird un incremento de
0,6X29 = 17,4, esdecir, 17,
Por tanto, log sen 237 26" = 9 50781040 ,0017
= 9,5995- 10.

Gimovilie, Togor melen, — 144,
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Usando la diferencia tabular, el proceso aparece como sigue:

log sen 23° 20’ = 0, 5078 - 10 Dif. tab.= 29
corr. por & = 17 Exceso = 6

—

log sen 23° 26/ = 1, 508510, Corr., =174

Foevrro 4. Hallar log cos 54° 42/ 18",

Solneibn. Como 18” es menos de medio minuto, loa despreciamos, -
de la tabla Il obtenemos:

log cos 54° 40/ = 9,7622-10 Dil, tab, = 1 8
corr. por 2/ = 14 Exceso = 2

—

log cos 54° 42" = 9,7618~=10, * .Corr. = 3,6

es decir, 4
wiesrro 5. Hallar log ety 1° 34 42"
Solucitn, De la tabla 11:
log etg 1° 34 = 1,5630 Dif. tab, = 46
corr. por 0,4 = 18 Exceso = 04
logetg 1°34,4 = 1,5612, Corr, -ﬂl;l-:i

Cuando los ingulos estdin dados en la tabla a intervalos de
1() es necesario tomar nuestro angulo hasta el minuto, mien-
{ras que si los dngulos estdn dados para cada minuto, tomamos

nestro dangulo hasta la déeima de minuto, Asf, en el ejem-

o 4 hallamos log cos 54° 42’, despreciando los segundos;

en el ejemiplo 5 hallamos log ctg 1° 34,4/, despreciando el

final.

+ Como el seno y la tangente crecen a medida que el dngulo crece,
o les snma la correceion; pero como el coseno y ln cotungente decrecen
c medida gue el dngulo crece, se les resta la correccion, Por supuesto
esto es verdadero solamente para dngnlos ngudos,
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Hallar los sigulentes logaritmos:

.

3.

8.

7.

9.
k.
2,
13.
I8,
7.
I8,
9.
20.
2l.
22,
23.
2.

Solueibn,
Solueibn,
Solueibn,
Solueibn,
Solveibn,

log tg 35° 50/,
log sen 61° b9,
log tg 82° 3/,
log cos 44° 33/,
log tg 12° 53/,
log tg 87° 15, 6,
log sen R6° 42/ 24",

log com 27° 28',  Solueitn,
log etg 51° 49",  Solueibn,
log sen 85° 50/ 18/,

log tg 4° 4' 47,

log ctg 24° 17/ 24,

log cos 73° 3’ 487,

log sen 123° 54/,

log tg 211° 21/,

log tg 243° 42/ 15",

log ¢os 333° 33/ 117,

B, 8586 ~ 10,
B, 0458 10,
0, 8550,
f),8528—10,
P, 350310,
Solueidn,

B,9480 10,
B, 8057 —10.

Solueibn,

Solueibn,

Solueidn,

Solweidn,
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4.
6. logsen 17° 36/

log sen 67° 20/,

log tg 72° 13/,

8. log ctg 54° 18
10,
1,3201.

log 8sen 3° 3, 4.

14.
16.
0,0980-10.

log etg 36° 54/

log cos 72° 38

0, 3457.

0,0191 - 10,

0, 3060,

63. Cémo encontrar ¢l dngulo en grados y minutos que
corresponde 'a un logaritmo dado de una funcidn trigonomé-
trica. Al buscar en la tabla el logaritmo dado debe ponerse
mucha atencién en que las funciones se encuentran en dife-
rentes columnas, segin que el dngulo sea mayor o menor
de 45°. 8i, por ejemplo, el logaritmo seno ge encuentra en la
columna encabezada con “log sen”, los grados y minutos
deben leerse en la columna extrema izquierda; pero si se
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encuentra en la columna que tiene “log sen”’ en su parte
inferior, los grados y minutos deben leerse en la columna de
la derecha; anilogamente para las demss funciones. Asi, si
el logaritmo coseno se conoce, lo buseamos en las dos colum-
nas de cada pdgina, la que tiene “log cos”” en la parte supe-
rior y la que lo tiene en la parte inferior.

Esemrro 1. Hallar el dngulo cuyo log tg=9,6946—10,

Solueion.  Kste problema puede también enunciarse como sigue:
Sabiendo que log tg r=9,6946—10, hallar el 4angulo . Buscando en
la tabla 11, en las columnas que tienen “log tg' en sus partes superior
o inferior, hallamos 9,6946 exactamente. Kl 4ngulo correspondiente
se encuentra entonees en la misma lila a la izquierda y es

T = 26° 20',

Esevreio 2. Hallar el angulo cuyo log sen =9, 6652 —10.

Solueitn.  Es decir, sabiendo que log sen =Y ,6652—10, hallar el
dngulo z. Buscandoen la tabla 11 lag columnas que tienen *‘log sen’’
en sus partes superior o inferior, no hallamos 9,6652 exactamente;
pero el Jogaritino mds aproximado al dado es Y ,6644,' que corresponde
al dngulo 27°30/, y la correspondiente diferencia tabular para 1’ es

2, 4. Luego,

log sen x = ‘.),l}(').')l.’.— 10 Dif. tab. 1’| Exceso|Caorr.
log sen 277 30/ = 9, 6644 -10 2.4 ‘ 8,0 3
eXCes0 wdndc h‘r 02
S

Como la funcion de que se trata es ¢l seno, sumamos esta correccion,
y resulta

LD hod

T =927"30'+% = 27" 3%.

Kaemrro 3. Hallar el dngnlo cuyo log cos = 99,3705 =10,

il aw S %

Solucion.  Es decir, cabiendo gque log cosz= 49,3705—10, hillese el
angnlo z. Buseando en las columnas que tienen “log cos” en sus ;mr-L
tes superior o inferior, no hallamos 93705 exactamente; pero el loga- |
ritmo inmediato inferior en tal column:a es 9 ,0682, que cmrcspoudc':
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al dngulo 76° 30/, y la diferencia tabular correspondiente para 1/ es
5,2. Luego

log cosz = 9,3705—10  Dif. tab. 1/| Exceso | Corr.
log cos 76° 30’ = 9,3682~10 5,2 23,0 1
208
exceso = 23 )

Como la funcion de que se trata es el coseno, restamos esta correc-

cion, y resulta
z = 76° 30 —4' = 76° 20/,

Esemprro 4. Sabiendc gue log tg x = 8,7570—10, hallar z.

Solueitn.  El logaritmo tangente inmediato inferior al dado que se
encuentra en la tabla Il es 88,7565, Tendremos:

log tg x = 8,7570—10  Dif. tab. 1’y Exceso | Corr.
log tg 3° 16/ = 8,7565—10 22 5,0 0,2
44
exceso = 5 6
Luego, = 3°16/40,2' = 3°16,2.

Eiemero 5. Dada ctg z = (1,01)%, hallar z.
Solneion. Tomando logaritmos de ambos miembros,
logetg =5 log 1,01.

Pero log 1,01 = 0,0043
y, multiplicando por 5, 5

log ctg x = 0, 0215.

Para hallar z vemos que el logaritmo cotangente inmediato inferior
al dado que se encuentra en la tabla I1 es 0,0202. Luego:

log etg z = 0,0215  Dif, tab. /| Exceso | Corr.
log ctg 43° 40/ = 0,0202 2,6 13,0 5
13,0
exceso = 13 T

Luego, z=43° 40/ — 5 = 43° 35,
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Eievrero 6. Dado 184 sen® z = (12,03)7 cos 57° 20/, hillese 2.

Solueibn.  Despejando primero sen z, obtenemos

3
o [(12,08)% cos b7° 20/
s \/ T84 '

Tomando logaritmos de ambos miembros,
log sen z = 142 log 12,03+log cos 57° 20/ +-colog 184].
2log 12,03 = 2,1608 ya que Jog 12,03 = 1,0803.
log cos 57° 20/ = 9 ,7322—10
colog 184 = 7,7352—10 ya que log 184 = 2, 2648

10, 6280~-20
3)2 , 6280 — 30
log sen z = 9 K760-10
de donde, z = 48° 44/,
PROBLEMAS

Hallar el éngulo agudo z de cada una de las sigulentes igualdades:

. logsen z =9 544310, Solueibn.  20° 30,
2. logcor z = 0 8884-10,
3. logcos z=9,67531-10, Solucibn, 55° 80,
4. logsen z =9 0702~10,
5. logtg z =9, 0570—10. Solueibn.  42° 10/,

8. logctg ¢ = 8,5060—10,

7. logetg z = 1,0034. Solueibn, 5° 40/,
8. logtg z=1,4289,

9. logtgz =9,5261-10. Solueibn, 18" 34,

10. log sen z = §, 5430~ 10,



.
}
13.
4.
18.
18.
17.
I8.
9.

LOGARITMOS

logcon z = 8,7018=10,
log ctg z = 0, 2200,

log sen z = §, 8500~ 10,
log tg 2 = 0,3801.

log etg z = 0, 6380,

log cos z = 9,0010~10,
log tg = = 0,0035.

log sen z = 8 9C3] =10,
log sen z = @,8230-10,
log tg z = §,8372—10.
log con z = §, 0000~ 10,
log ctg z = 9, 5670--10.
log ety z = 3,0732,

log cos z = 8,8741~10.

Solueibn,

Solueibn,

Nolueibn,

Solueiin,

Solueibn.

Solueibn,

Solueibn,
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86° 27'.

4° 4.

12° 58/,

46° 14/,

41° 42,

37° 25/,

80° 27,7,

Por medio de logaritmos, hallar el valor de z en cada una
siguientes ecuaciones:

28.

32.

z = 13,4Xsen 47° 32/,
z = 0,734 : cos 13° 48/,
z = gen 127°:0,0272,
z = /42,63 tg 73° 12',
z = /06,5 cos 123°,

65,92 2
sen 31° 15/ sen 72° 44/

32,4 _ tg17° 4¢
z tg 72° 15/

z = 4,236 cos52° 10/
13,087 sen 48° §'°

Solueibn.

Solweibn.

Solueibn,

Solucibn,

0, 883.

20, 36.

-3, 748.

318, 4.
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33. z=+cosl0°5 tg 73° 11, Soluribn. 1,805,

34. 1,5 ctg 82° =z2? sen 12° 15/,

Le] / o o
35. z= ::32:; 11_; t(;t‘lz!gi 528' Solueiom. 0, 8426.

(sen 213° 18)3 v/ cug 71° 20/

36. z =
10, 658 tg 63° 54/

37. z=+/1,632—sen 67° 3%, Solucitn, 0,8410.

38. z =13V 0,2426+cos 212° 40'.

39. 277 = 4,33 sen 2~ . Solucion. =1,4350.
0

3 (0 3)2 o
%. ,g\/ 8123)2 1
62,62 ’

4. Si A =38°18 y z = 0,0421, hallar el valor de

3 5
sen A cor 3 A d Solueion.  —0,5603.
2z ter? 2.1

42. Si 4 =36°4Y y z = 3,23, hallar el valor de

_l_ z3cos 2 A
3Vtgdsen3d A :

Hallar el dngulo agndo z que satisface a cada una de las siguientes
ecuaciones:

43. cosz = (0,000851)". Solucibn. T7° 37",

44. sen z = (0,9361)1°,

45. 13, 4- 2 2_(_5'95 & Solueion. 69° 28/,
sen ’4 70 487 sen r

4. tzz= 64, i_gg 47 I_S
197, 1
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Hallar los valores de z de 0° a 360° que satisfacen a cada una de las
siguientes ecuaciones:

47. 3ctgz=v0,7. Solucibn. 72° 45, 252° 45'.

48. 50 tgz =/ 0,2584.

49. 2 sen® z = sen 111° 20". Solucion. 50° 49/, 129° 11,
31 ,3\/ cos —
5
50. cosz = .
54,6

64. Uso de la tabla III, en la que el angulo dado o bus-
cado esta expresado en grados y fraccion decimal de grado.
Esta tabla da los logaritmos de los senos, cosenos, tangentes
y cotangentes de todos los ingulos desde 0° a 5° y desde
85° a 90° para cada centésima de grado, y los de todas las
funciones trigonométricas de los angulos desde 5° a 85° para
cada déeima de grado.

Las diferencias tabulares entre los logaritmos dados en la
tabla estin dadas de la misma manera que las diferencias
tabulares de la tabla Il, y la disposicion general es la
misma.

Los siguientes ejemplos muestran el uso de esta tabla:

Faemrro 1. Hallar log sen 27,4°

Solucitn. En la tabla 111, hallamos el 4ngulo 27,4° exactamente;

por tanto,
log sen 27,4° = 9,6629—10.

Esemrro 2. Hallar log ctg 3,17°.

Solueitm. En la tabla III, hallamos el dngulo 3,17° exactamente;
por tanto, obtenemos inmediatamente de la tabla

log ctg 3,17° = 1,2566.
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Eisemrro 3. Hallar log tg 61,87°,

Solueibn, El dngulo exacto, 61,87°, no se encuentra en nuestras
tablas. El dngulo inmediato inferior es 61,8°, siendo 7 la cifra
adicional del dngulo dado. En la tabla ITI, tenemos

log tg 61,8° = 10,2707-10.

La diferencla tabular entre log tg 61,8° y log tg 61,0° es 18, En la
columna de partes proporcionales, debajo de 18 y enfrente de la cifra
adlclonal 7 hallamos la parte proporcions] 12,6 (=18). Entonces,

log ti 61,80° = 0,2707
13 Parte propor.

log tg 61,87° = 0, 2720,

Esempro 4, Hallar log ctg 2, 158°,

Solueibn, El dngulo exacto, 2,158° no se encuentra en nuestras
tablas. El dngulo inmediato inferior es 2,15° siendo 8 la cifra adi-
clonal del dngulo dado. En la tabla 111, tenemos

log oty 2, 15° = 1, 4255,

La diferencia tabular entre log etg 2,15° y log et 2,16° es 20. En
la columna de partes proporcionales, debujo de 20 y enfrente de la
cifra adicional 8 hallaumos In parte proporcional 16, Entonces,

log ctg 2,150° = 1,4255
16 Parte propor.

log ctg 2,158° = 1, 4230,

.
-

PROBLEMAS

Hallar los siguientes logaritmos:
I. log tg 37,6°, Solueibun, 9, 886510, 2. log sen 3,13“.

3. logwen 63 ,87°  Solucibn. 0,9532-10. 4. log tg 27,73°
8. logcow 45,08°,  Solucibn. 9,8443-10. 8. log ctg 74,13°.
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7. logtg 3,867°  Solueibn. 8,8200—=10. 8. log sen 2,352°,
0. log ctg 34 ,84°,  Solueibn, 0,1574. 10. log cos 64, 62°,
11, log sen 155, 42° Solueibn, 9.,6191 =10, 12, log tg 211,35°,
13. log tg 108,85°, Solueibn, 9,4813=10. 14, log sen 121,67,

EieyMpro 5. Sablendo que log tg « = 90,5364 =10, hallarel dngulo z.

Solueibn. Buscando en las columnas que tienen “‘log tg” en sus
purtes superior o inferior, no hallamos 9, 5304 exactamente, Lo loca-
lizamos entre 9,5345 y 9,5370. Excepto para la dltima cifra el dngulo
buscado serd el menor de los dos dngulos correspondientes, es decir,
18,0° Entonces,

log tg 18,0° = 9, 534510
log tg z = 0, 5364—10

19 = diferencia.

Siendo 25 la diferencia tabular correspondiente, hallamos en la
columna de partes proporcionales correspondiente a 25, que 20 es
la parte proporcional mds cercana a 19, A la izquierda de 20 estd In
iiltima cifra (ndicional) 8 del dngulo buscado. Por tanto, z = 18,08°,

Eigmrro 6. Hallar el valor de z que satisface la igualdad

log cos z = 8 682010,

Soluecibn. En la tabla 111 localizamos 8,6820 entre 8,6810 y 86826,
Excepto para la ltima cifran el dngulo buscado es el menor de los dos
dngulos correspondientes, es decir, 87,24°, Entonces

log cos 87,24° = 8 6826~ 10
log cos z = 8,6820~10

6 =diferencia.

S8iendo 164 la diferencia tubular correspondiente, hallumos en la
columnu de partes proporcionales encabezudn por 16 que 6,4 e ln par-
te proporcional mds cercann 8 6. A la izquierda de 6,4 estd ln Gitinm
eifra (ndicional) 4 del dngulo busendo. Por tanto, r = 87 244°,
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Esewrro 7. Sabiendo que tg z = (1,018)!'2, hallar x.
Soluecion. Tomando logaritmos de ambos miembros,
log tg z = 12 log 1,018,

log 1,018 = 0,0077
12
log tg z = 0,0924

En la tabla localizamos 0,0924 entre 0,0916 y 0,0932. Entonces,

log tg 51,0° = 0,0916
logtgz = 0,024

8=diferencia.

La diferencia tabular es 16. En la columna de partes proporcionales
en la tablilla correspondiente a 16 hallamos 8,0 exactamente. A la
izquierda de 8 0 se halla la dltima cifra 5 del d4ngulo buscado. Por
tanto, z = 51,05°,

Esemrro 8. Hallar z en la ecuacion

56,4 tg%z = (18,65)% cos 69, 8°.

Solucion. Primero despejaremos tg z:

5 " QO
i \/ (18,65)5 cos 69;8°
56,4

Tomando logaritimos de ambos miembros,
log tg z = % [5 log 18 ,65+log cos 69,8°+colog 56 , 4],
5 log 18,65 = 6,3535 ya que log 18,65 = 1,2707
log cos 69,8° = 9,5382—10
colog 56,4 = 8 ,2487—10 ya que log 56,4 = 1,7513
24,1404 20
5) 54.1404—-50

log tg z = 10,8281 - 10.
De donde, z = 81,55°.
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PROBLEMAS

Usando la tabla III, hallar el d4ngulo agudo z que satisface a cada
una de las siguientes ecuaciones:

I. logsenz =9,6371—-10. Solueion,  25,7°,
2. logcos z =9, 9873 —10.

3. logtgz=8,9186—-10. Solucion. 4 ,74°.
4. logetgz =1,61597.

5. logcosz =9,96290—-10. Solueion, 23 ,35°.
6. logsen z =9, 6 5052—10.

7. logtgz =9 8380-10. Soluecion. 34, 55°.
8. logsenz=9,69671-10.

9. logetgz =9,63361—10. Solweion, 77,77°.
10. logcosz=9,8490—10.
Il. logsen z = 8,6852—10. Solueion.  2,776°,
12. logterz=1,66261.
13. log cosxz =9, 800010, Noluecion. 50, 88°.
14. logetgz = 9,3680—10.
15. log tg z = 0,0035. Solueiiom,  45,23°,
16. logsenr =9, 68495—10
17. log ctg x = 2, 0000, Nolueion.  0,573°,
18. logcosz =8 8941—10.

Por medio de logaritmog, hallar el valor de z en cada una de las
sigliientes ecuaciones:

19. z = 39,3 sen? 42, 32°, Solueitm. 17,82,

0,2136
0,173 cos 72,38°

20. z =
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- 29,52 tg 33,86°_ Solueitn. 9,745,
8l 2= 00, 85 otg 88, 063° ol

2z
B B " wen 12,40
23, /3 sen 48,00° = 2% cos 2,143°, Solueéén, 1,088,

24. z9sen 63,75° = /211 ctg 30,063°,

28, z = V/21, 72 cos 122,10°, Solucibn, =—2,261,

26, z = /361 tg 207,5° sen 9, 53°,

Hallar el dAngulo agudo z que-satisface a cada una de las siguientes
ecunciones:

27. conz = +/ 0, 0681, Solueitn, 10,25°,
28. 5 ctgz = v/ 0,4083,

20, sen z = \_CW. Solueibn, 1,702°,

Cwpm |82 t@4T,22°
e e \/co-n,w

Cuando consideramos lo complicado de las expresiones que
intervienen en los dos iiltimos grupos de problemas, y en los
problemas correspondientes al Artfeulo 57, reconocemor In
gran ventaja del uso de los logaritmos en el eleulo numérieo,
l.a multiplicacién y la divisidn son reemplazadas por lus sen«
cillas operaciones de adicidn y sustraccién; la elevacién a
potencias y la extraccién de rafces se sustituyen por simples
multiplicaciones y divisiones en lag que un factor y el divie
sor raras veces constan de mds de una sola cifra.

Ahora vamos a aplicar los logaritmos a la resolucidén de
trikngulos,
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65, Uso de los logaritmos en la resolucidn de tridngulos
rectdngulos. Los principios referentes al andlisis de proble-
mas sobre el triingulo recténgulo, y a la resolucion de tales
problemas por medio de las funciones trigonométricas natu-.
rales, ya han sido considerados en el Articulo 37,

Los sighientes ejemplos ensefiarin el mejor camino a seguir
en la resolucién de trigsngulos rectingulos, con ayuda de los
logaritmos,

Eiemrro 1, Resolver el tridngulo rectdngulo si A=48°17, ¢=324,
Hallar también el drea.

Solweibn, Dibujemos un tridngulo (fig. 05) indicando las partes
conocidas y desconocidas, Tendremos:

B =00°—A = 41° 44/,

Para hallar a, usemos a = ¢ sen A,
Tomando logaritmos de ambos miembros,

log « = log e+log sen .,
De lus tablas I y 11, * obtenemos
loge= 2 5103
log sen .1 = §,8730~10

loga = 12,3835 10

= 2, 3835,
De donde, a = 241,8,
Para hallar b, nsemos b= cosd,

Tomando logaritmos de ninbos miembros,

log h = Jog e+log cos 1.

*  Si desenmos nsnr la tabla 111 en vez de In tabla 11, redueiremos
17 u fraceion decimnl de grado. Asf, A = 48" 17" = 48 28",
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De las tablas I y II, obtenemos
log ¢ = 2,5105
logcos 4 = 9,8231—-10

log b = 12,3336—10
= 2,3336.
De donde, b= 215,6.

Comprobaciom. Para comprobar estos resultados numéricamente,
veamos 8i a, b y ¢ satisfacen la igualdad

a? = c2—=b2 = (¢+b) (c—b),
o, usando logaritmos, 2 log a = log (¢c+b)+log (e—b),
es decir, log a = 4 [log (e+b)+log (¢c—b)).
Aqui, e4+b=2539,6 y ¢c—b =108, 4.
log (¢c+b) = 2,7321
log (e—b) = 2,0350

2 log a =4,7671
log a = 2, 3835.

Como este valor de log a es el mismo que ¢l obtenido anteriormente,
las soluciones son probablemente correctas.
Para hallar el frea usemos la formula

drea = ab

log drea = log a+log b—log 2.
log @ = 2,3835
log b = 2,3336

4,7171
log 2 =0,3010

log drea = 4, 4161,
De donde, drea = 26,070,
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Eigsrro 2. Resolver un tridngulo rectingulo, dados el cateto
b=15,12 y la hipotenusa ¢ = 30, 81.

Solweion.  Primero calculamos un dngulo agudo. Para hallar A4,
usemos

COB A= i

log cos A = log b—log e.
log b = 11,1796—10
log e = 1,4887

logecos 4 = 9,6909—10

de donde, A = 60° 36",
Por tanto, B = 90°—.1 = 29° 24/,

Para hallar «, podemos usar
w«="btg 1.
log a = log b+4log tg 1.
log b= 11796
log tg 4 = 0,2491
loga = 1,4287

de donde, a = 26 84,

Comprobacion. «* = (c+b) (c—b).
log a = 4 [log (e+b)+log (c=b) |.
ct+b=4593 y c—b =15 69.
log (c+b) = 1, 6621
log (¢—b) = 1.1956

2 log a =-2.8577

log a = 1, 4288,

.o que comprueba el resultado anterior

Granville. Trigonometrm, 14,
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Ezevrro 3. Resolver el tridngulo rectiangulo en el que
B=2325° a=1875,3.

Solueiin, A =90°—- B = 87, 675°.

Despejando de la férmula sen 4 = £ ¢l lado desconocido ¢, ten-

c
dremos:
B bz puld
sen .
log ¢ = log a—log sen ..
.
o [ 45 De las tablas I y 111, * obtenemos:
o~
)
3 .
log a = 13,2731—10
Ab.?c log sen A4 = 9,9996—10
Fig. 97 log e = 3,2735
de donde, ¢ =1877.

Despejando de la formula tg | = % el lado desconocido b, ten-
Hremaos:
bigm 2,
tg .1
log b = log a—log tg _1,
loga = 13 2731 =10
log te 4 = 11,3915 =10
log b= 1,8816
le donde, b= 76,13,

——— e ————

*  Sidesearnos usar la tabla IT en vez de la tabla 111, reduciremos
2,325° a grados y minntos, Asi, £=2,325" = 2° 19,5,

~ -] o
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Para comprobar, podemos usar las formulas

a? = (e+b) (¢=b)

0 b =c sen B,

ya que ninguna de ellas fué usada en los cdlculos,

PROBLEMAS

Resolver los siguientes tridngulos rectdngulos usando las tablas
IyIl.* En cada caso (' = 90°, Comprobar las soluciones.

l. 4=43°30, c=11,2,
Solucion.  B=46° 30/, a=7,708, b=8124.
2. A =067°10, = 402,

3. B=62°56/, b=477.
Solucidn. A=27° 4, a=2437, ¢=5356.

4. B =174, b= 0,727,

* Por razon de claridad y simplicidad hemos dado un grupo de
ejemplos sobre trifingulos con datos que se adaptan a la tabla 11, por
estar los dngulos dados y los que se buscan expresados en grados y
minutos, y hemos dado otro grupo para practicar el uso de la tabla 111,
en el que los dngulos dados y los que se buscan estdn expresados en
arados y fraceion decimal de grado. El lector, por supuesto, puede
resolver los ejercicios del primer grupo usando la tabla 111, y los del
segundo grapo usando la tabla 11, «i asf lo desea; pero esto evidente-
mente requerird mayor trabajo. Este trabajo adicional de convertir
minutos a fraceion decimal de grado, o viceversa, puede reducirse a un
minimo haciendo uso de las tablas de conversion que se incluyen al
final de la tabla I1. Es posible, ademds, que la solucion asf obtenida
difiera de la dada en el libro, en una unidad de la \ltima cifra decimal,
Kste sistema de dar un grupo de ejemplos sobre tridangulos para cada
una de las tablas Iy I11 se seguird en todo el libro cuando se trate de

resolver triangulos,



10.
.

12.
13.

14,
15.

16.
17.

18.
19.

2l.

22.

TRIGONOMETRIA

@ = 0,624, ¢ = 0,910.

Solucitn. A=43° 18, B=46° 42/, b=0,6622.
a = 1427, = 7432,
A=72°7, a =834

e Solucitn. B=17°53, b=2691, c=87,64.

1 = 21° 44/, a =0,7683.
A =52°41l, b=4247.

Solucion. B=37° 19, a=5571. ¢=7007.
A = 44° 44!, b = 0,7272.

b = 2587, ¢=5,110.
Solucitn. B=34° 24, .1=55° 36/, a=4,217.

b= 5931, ¢= 17312

a = 101, b = 116.
Solneitn. A=41°2/, B=48" 58, ¢=153,85.

a = 0,4623, b = 0,3C15.
B = 10° 81/, ¢ = 0,7264.

NSolwcitn., A=79°Y, «=0,7133, b=0,1367.
I = 67° 45, ¢ = 5254.
= 21°34, =052

Solneitn.  A=68" 20", b=0,3246, ¢=0,8528,
I = 69° 12/, a = 7423,

a = 10,107, b = 17,303
Suluritn,  A=30° 18, B=59" 42/, c=20,04.

g = 7627, b = 2823.

Hallar las dreas de los tridingulos de los problemas 1, 2 3.
y = ¥

Solucithn. 1) 31.32: 2} 28000; 3) 5813

Hallar las dreas de los tridngulos de los problemas 4 y 5.



LOGARITMOS 2i

Resolver los siguientes tridngulos rectdngulos usando las tabl
I'y II1. Comprobar las soluciones.

23. a =273, b=418.
Solueion.  A=33,15°, B =56,85", ¢=499,3.
24

25. A = 58,65°, ¢=3573.

Solucibn. B = 31,35°, a=30,51, b=18 59.

a = 0,505, b=0,303.

26. B =2633° ¢= 7623
27. B =2315° b= 7548
- Solweion, A =066,85" a=176,5, c=192.

28. I =46,32°, b=0,6241.

29. A= 31,75°, a = 48,04.
Solucion.  B=58,25°, b=77,64, ¢=91,28,

30. A =51,23° ¢ = 900,6.

3I. b=512, «=900.
Nolucion., N =5532°, B=34,68°, a=7402.

32. b =0,6723, ¢=09251,

33. a=252 c=60.

Solucion, A =60,06°, 1=2991° hL=29 94,
34. @ =0,4261, c=1,043°.

88,426°, b = 4.

Solueion,  B=1,674°, a=327.5, ¢=327.6,

w
&
Il

36. A =2327° b = 1000.
37. B =85475", ¢ = 0.

0\"'/”"'.("N. /‘ = ",:)25‘7’, N—'—(S,:”:‘, b == 7!',7‘0

38. B =4,444° a = 72,63
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En los siguientes problemas tisense las tablas Iy 11:

39. Resolver los siguientes tridngulos isésceles, en los cuales A, B,
son los d4ngulos y a, b, ¢ los lados opuestos respectivamente, siendo ayb
los lados iguales.

a. A =6857, b=23500. Solucitn. C=42°6', ¢=2521.
b. B=27°8, ¢ = 3,088

c. C=280°47, b=2103. Solucion. A=49°37, c=2725.
d. a=17924 c=10662.

e. O=151°28, ¢ =9547. Solucitn. A=14°16, a=49,26,

40. Hallar las dreas de los tridangulos correspondientes a los casos
a), ¢) y d) del problema 39.

41. Un lado de un octdgono regnlar es 24 m. Hallar su area y los
radios de los circulos inscrito y circunserito.

Solucitn., Area = 2782 m?2, r=2897 m, R = 3136 m,

42. El perimetro de un poligono regular de 11 lados es 23,47 m.
Calcular el radio del circulo circunserito.

43. En un circulo de radio 12732 m, la longitud de una cuerda es
de 18321 m. Hallar el 4ngulo central correspondiente a la cuerda.

Solueion. 92° 2/,

44. Si el radio de un circulo es de 10 em, ;eudl es la longitud de
una cuerda que subtiende un dngulo central de 77° 1872

45. Una roca de la orilla de un rfo estd a 39,6 m sobre el nivel del
agua. Desde un punto exactamente opuesto a la roca sobre la otra
orilla del rio, el 4ngulo de elevacion de la punta de Ia roea es de 14° 36/,
Caleular el ancho del rio. Solvweion, 152 m.

46. La sombra de un peiasco vertical de 113 m de altura toca
exactamente a un bote que estd a 93 m de su base. Hallar la altura
del Sol sobre el horizonte.

47. Un observador colocado en la azotea del edificio Empire State,
e tiene 1248 pies de altura, observa el dngulo de depresiom de I
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azotea de un edificio de 752 pies de altura y resulta ser de 22° 16/. Si
los dos edificios estdn sobre el mismo nivel horizontal, calcular la dis-
tancia entre ellos. Soluecion. 1212 pies.

48. Dos boyas se encuentran hacia el Sur de un faro de 178 m de
altura. Sus dngulos de depresion desde la parte superior del faro son
182 22/ y 11° 36". jA qué distancia estdn las boyas?

49. Un coche corre a la velocidad de 48 Km por hora ascendiendo
una pendiente que forma un dngulo de 10° con la horizontal. ;Cudnto
tiempo tardara el coche en elevarse 60 m? Solucitom. 26,1 seg.

50. Kl brazo portante de una gria es de 15 m de largo. ;A qué
altura levanta una vigueta de acero cuando gira de 22° 12/ a 38° 46/
con la horizontal?

51. Desde la punta de un faro de 61,5 m sobre el nivel del mar en
marea baja, se observa que el d4ngulo de depresién de una boya es
29° 14’ en marea baja y 28° 12’ en marea alta. ;Cudl es la elevacién de
las aguas? Solueion. 2,56 m.

52. En la figura 98, AC es perpendicular a D(. Los valores de a y /3

y la longitud % se obtienen midiéndolos. Demog- D
trar que las longitudes de AC =2z y de BC =y,
en funcion de @, 7 y h estdn dadas por las h
formulas
- ,h , y=_h.tga . B
tg J—1tg a tg J—tg a

53. Un monumento de 162 pies de altura se y
eleva sobre una roca. Desde un punto del mismo B
nivel que la base de la roca se observa que los .
angulos de elevacion de la punta y de la base 4 @ c
del monumento son 38% 14" y 317 52/, respecti- Fig. 98

vamente. Calcular la altura de la roca. Usar
para efectuarlo una de las formulas deducidas en el problema 52.
Solueidn. 6054 pies,

54. Un observador en un puente halla que desde un cierto punto
el dngulo de depresion de una roca situada directamente abajo del
puente es de 487 36/, Después de caminar 12 m, la roca estd aiin
enfrente de ¢l y el dngulo de depresion es de 53° 14, (A qué altura
estd ¢l puente sobre la roca?
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55. Un avion cuya velocidad en el aire tranquilo es de 90" mmillag por
hora, viela en linea recta de Nueva York a Washington una distancia
de 190 millas. Durante el viaje tiene que luchar contra un viento que
tiene nna velocidad de 40 millas por hora y que sopla en direccion per-
pendicular a la del avion. Hallar: a) el dngulo que, por la accion
del viento, se desvia el avion de la direccion adonde apunta; b) el

tiempo empleado en el viaje.
Solucion. a) 26 245

b) 2horas 21,4 minutos.

66. Empleo de los logaritmos en la resolucion de trian-
gulos oblicuangulos. Ya se ha visto que las férmulas que
contienen principalmente productos, cocientes, potencias y
raices se adaptan bien al edleulo logaritmico; en cambio, en
el caso de las féormulas que contienen principalmente sumas
y diferencias, las ventajas de ahorro de trabajo mediante el
cdaleulo logaritmico no son tan marcadas. Asi, en la resolu-
cién de triingulos oblicudngulos, la ley de los senos,

a b o
sen A sn B senC’

y la ley de las tangentes,

tg 14 (A—B) = Z;I; tg 14 (A+B),

se adaptan bien al uso de los logaritmos, pero no sucede lo
mismo con la ley de los cosenos, a saber,

a?=b24c2—2 be cos A.

En la resolucién de triingulos oblicugngulos por cdleculo
logaritmico es conveniente clasificar los problemas como
gigue:

Caso 1. Cuando se conocen dos angulos y un lado.
Caso II. Cuando se conocen dos lados y el angulo opuesto a
wuno de ellos { caso ambaguo ).
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Caso IIL.  Cuando se conocen dos lados y el angulo que
forman,
Caso'IV. Cuando se conocen los tres lados.

Estos casos corresponden a los de igualdad de triangulos.

Caso 1. Cuando se conocen dos Gngulos y un lado.

Primer paso. Se caleula el tercer Gngulo restando de 180° la
suma de los dos angulos dados.

Segundo paso. Para hallar uno de los lados desconocidos, se
elige un par de las razones dadas por la ley de los senos,

B o i g
sen A sen B sen Q'

que conlenga solamente una incognita, y se despeja dicha in-
cognita.

Comprobacion.  Se verd si los lados hallados satisfacen la ley
de las tangentes.

Ejempro. Resolver el tridngulo dados b=20, A=104°, B=19°.

Solucion, Trazando una figura del tridngulo (fig. 99) e indicando
sobre &l los elementos conocidos y desconocidos
vemos que el problema corresponde al caso 1.

Primer paso. C=180°—(4+4 D)
=180°—123°

=577,

Sequndo paso. Despejando a de la proporeion,

a b
© h B’
sen A sen Fig. 99
obtenemos u= ? sen 4 .

sen I3
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o también, log @ = log b+log sen A —log sen B
logb= 1,3010

log sen 4 = 9,9869—10 *
11, 2879—10

logsen = 9,5126—10
loga = 1,7753

de donde, a = 59,61,

Despejando ¢ de la proporeion

b c

= , obtenemos
sen 7  sen C

b sen C

0=
sen BB

o sea, log ¢ = log b+log sen C—log sen B.
logh = 1,3010

logsen C= 9,9236—10
11,2246—-10

log sen 3 = 9,5126-10

loge = 1,7120
de donde, ¢ = 51,52,
Comprobacion.  a+c = 111,13, a—c = 8,09;
A4 = 161°, A—C = 47%

15 (A4C)=80° 30Y, % (A—C) = 23° 30,

+ Sen A = sen 1047 = sen (1807 —1047) = sen 767, Por tanto,
log sen 104° = log sen 76° = 9, 9869 — 10,
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Sustituyendo estos valores en la férmula de la ley de las tangentes

tg 14 (A—C) = "'—jr“tg % (440),

a+4c
0 sea, log tg }5 (4 -C) = log (a—c)+log tg X% (44-C)
—log (a+-c).

log (a—¢) = 0,9079

log tg % (A4C) = 10, 7764—10
11,6843 —10

log (a4c) = 2,0458
log tg % (4—C) = 9,6385—10

de donde, % (4—C) = 23° 3V,

valor que concuerda con el obtenido anteriormente.

PROBLEMAS

Usando las tablas I y II, resolver los tridngulos oblicudngulos que
tienen los siguientes elementos como datos. Comprobar las soluciones.

l. a=795, A=79°59, B=44° 41,
Solucion, C=55° 20/, b=>567,6, c=663,9.
2. a=400, A=54°28/, C=60°.

3. b=0,8037, B=52°20, C =101° 40"
Solucion. A=26°, a=0,4450, c=0,9942.

4. c=161, A=35°15, C=123°39.

8. 0=29,01, A=87°40, (C=33°13,
Solucion. B=59" 5, a=33,78, ¢=18,54.

6. a=5421, B=42°17, C=82°28.

7. ¢=2071, A=31°9, B=115°24,
NSolueibn. C=33° 27/, a=1944, bh=3395,
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8. b=47,21, A=22°16/, B=81°42.

9. ¢=3702, B=23°48, C=47"19.
Solueion. A=108" 53, a=476,4, b=203,2,

10. »=0,2828, B=108° 25, (C=358"27.
Usando las tablas I y 111, resolver los tridngulos oblicudngulos (pro=

blemas 11 a 20) que tienen los siguientes elementos como datos. Com-
probar las soluciones.

Il. a=500, 4=10,2°, B=46,6°.
Soluecion. (=1232°, b=2051, c=2363.
12. a=45, A=368°, C=62°.

13. b=5685, B=4863°, (=83,26°.
Solucitm. A=48,11°, a=5640, ¢=7 523.

14. b=0,6244, B=34,22°, C=80,61°.
15. a=76,08, B=126°, C=12,44°,

Solueibn. A =41,56°, b=92_80, c=24,70.
16. b=129,38, A=19,42°, C=64".
17. b=8000, A=2475°, 5=86,495°.

Solucgon. €=69,005°, a=3 324, c=T7 453.
18. ¢=9500, A=2086" B=112°
19. b=21876, B=107,52°, C=623°.

Solueion, A=10,18°, a=0,5330, c=2,670.
20. c=10,345, A=2085°, B=111,11°

21. Una nave situada en el punto S puede ser vista desde cada uno
de los puntos .1 y B de la playa. Por mediciones .1 B=800m, Angulo
SAB=67° 43 y fngulo SBA=74°21'. Hallar la distancia de la nave
al punto A. Soluciom. 1253 m.

22.  Dos observadores en una llanura, separados por una distancia
de 5 Km y ddndose la cara entre sf, hallan que los angulos de elevacion
de un globo situado en el mismo plano vertical que ellos son de 55”
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y 58°, respectivamente. Hallar la distancia del globo a cada uno de los
observadores,

23. Desde un navio se observa que un faro se encuentra en la direc-
cion 34° al Este del Norte. Después de que el navio se ha movido
hacia el Sur una distancia de 3 millas se encuentra que la direceion es
23% al Este del Norte. Héillese la distancia del navio al faro en cada
uno de los puntos de.observacion,

Nolueion, 6,143 millas; 8,792 millas.

24. Para determinar la distancia de un punto B a un punto inac-
cesible A, se han medido un segmento BC y los dngulos ABCy BCA,
habiéndose obtenido 3226 metros, 60° 34’ y 56° 10/, respectivamente.
Hallar la distancia A B.

Caso II. Cuando se conocen dos lados y el angulo opuesto a
uno de ellos, como a, b, A (caso ambiguo*).

Primer paso. Usando la ley de los senos como en el caso I,
se ealeula log sen B.

St log sen B =0, sen B=1, B=90%; es un tridngulo rec-
tangulo.,

St log sen B>0, sen B>1, (imposible ); no hay solucitn,

St log sen B<0 y b<a, solamente puede usarse el valor
agudo de B hallado en la tabla; hay una solucion., **

St log sen B<O0 y b>a, pueden usarse el valor agudo de B
hallado en la tabla y su suplemento; hay dos soluciones, ***

Segundo paso. Se halla C (uno o dos valores segiin que ten-
gamos uno o dos valores de B) de la formula

C=180"—(A+B).

* En relacion con esto se recomienda al alumno que repase el Ar-

ticulo 43.
**  Porque si b<a, B debe ser menor que A, y, por tanto, B debe

ser agndo,
#xx  Como b>a, A debe ser agudo, y, por tanto, B puede ser

agudo u obtuso.
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Tercer paso. Se halla ¢ (uno o dos valores), aplicando la
ley de los senos.

Comprobacion.  Se usa la ley de las tangentes.

Esemrro 1. Resolver un tridngulo en el que
a =36, b=280, A =28

Solucién. Al intentar construir el tridngulo, observamos que es
imposible. Para verificar esto, calculamos log sen B.

Despejando sen B de la proporeion LI , tendremos:

sen A sen b

h s .
don B =2 R A l,

a
0 sea, log sen B = log b+log sen A —log a.
logb = 1,9031
log sen 4 = 9 6716—10
11,5747 10

lug a= 1 ,5563

log sen B = 10,0184—10
= 0,0184.

Como log sen B>0, sen B>1 (lo cual es imposible), lo que nos com-
prueba que el problema no tiene solueion.

Esesmrro 2. Resolver un tridngulo dados
a=T742 b=339, .1=105°
Solucion.  Sea el tridngulo representado en la figura 100,

Primer paso. Por la ley de los senos,

h sen .
SR T

gen Iy =
a
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0 sea, log sen BB = log b+log sen A—log a.
log b= 0,5302

log sen A = 9,9849—10 *
10,5151—10

loga= 0,8704
logsen B = 9,6447—10

de donde, B =261V,
Yeii
Usando la tabla 11 Fig. 100

Como log sen B<0 y b<a, hay solamente una solucion.

Sequndo paso. C=180°— (A4 B)=180°—131° 11’ =48° 49/,

Tercer paso. Por la ley de los senos,

__asen (
sen A

’

o sea, log ¢ = log a+log sen C'—log sen A.

loga = 00,8704

log sen C = 9 ,8766—=10

—— —— e ——

10, 747010

log sen .1 = 9,9819—10

log e = 0, 7621

"

de donde, 5 ¢8Fe

Comprobacion.  Usando la ley de las tangentes,

— :
w1 (O—B) = =0 e v (O 1
5/.'( ) ¢ ') LZ( )p

o sea, logtg % (C—B)=log (c—h)+log tg 4 (C+ B)~log (c+b).
Sustituyendo, hallamos que se satisface esta ecuacion,

—————— —

s Sen A=sen 1057 =sen (180°=1057) =«en 75°. Por tanto,

log sen 4 =log sen 757 =9,9849 — 10,
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Eiemrro 3. Resolver un tridngulo en el gque
a=732, b=1015 A=40°

Solueion,  Construyendo el tridngulo (fig. 101) vemos que hay dos
soluciones,
Por la ley de los senos,
h sen A

gen B'= =2l .
(
0 sea, log sen I? = log b+log sen A —log a.
log b = 3,0065

logsen A = 9 ,8081—10
12,8146 —10

log a = 2 8645

log sen I} = 9, 9501 —10.

Como log sen B<0 y b>a, tenemos dos soluciones, lo que com-
prueba lo que se obtiene en la construccion gritica., De la tabla 11
hallamos que el primer valor para I es

B; = 63" 3,

Por tanto, ¢l segundo valor de B es
B2 = 180°— B, =116° 57,
C; = 1R0°— (A4 5;)=150"—103" 3'=7H" 57'.
C2 = 180°— (A + B2) =180°—=156° 57'=23" 3/,



LOGARITMOS 22

Por la ley de los senos,

a sen Cl
C] - .
sen A
0 sea, log ¢; = .og a+log sen C;—logsen A.

loga = 2 8645
log sen C, = 9, 988610
12,8531 10
log sen A = 9,8081 10
log ¢y = 3,0450

de donde, ¢y = 1109.
De la misma manera, de cy = B 8eN C2
sen A
obtenemos ca = 445,9.

Comprobacion. Usese tg Y% (C—B) = ";z tg 4 (C+B) para am-
¢
bas soluciones.

PROBLEMAS

En los problemas siguientes iisense las tablas I y I1. Determinar el
nimero de soluciones posibles para cada grupo de datos y resolver
todos los tridngulos posibles.

I. a=50, ¢c=66, 4=123°11'. Solueion.  Imposible.
2. b=3069, c=1223, C=55°52.
3. a=3216, ¢=27,08, (C=52° 24,
Solucion, A,=70° 12/, B,=57° 24/, b,=28,79.
Ap=1097 48/, By=17° 48/, by=1045.
4. a=6224, b=74,83, 4=27°18.
5. 5=0,2337, ¢=0,1982, I=109°.
Solucin.  A=17° 4V, C=53° 19, a=0,07508.

6. a=9752, b=603,6, A=108° 54,

Granville, Trigonometrin. — 15
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7. b=5161, ¢=6,840, B=44° 3
Solucitn. A,=68° 47, C,=67° 10/, a,=6,920.
."2=23° 7’, Cg= 112° 50”, 112=2,913.

8. u=6061 b=7083, A=47°25

9. a=80656, c=10, A=59"57".
Solueion. B=30°3', C=90", b=5,009.

10. a=107, ¢=171, (C=31° 53

Al resolver los problemas (11 a 20) tsense las tablas Iy I11. Deter-
minar el niimero de soluciones posibles para cada grupo de datos y
resolver completamente todos los tridngulos posibles.

Il. a=55,55 ¢=66,66, C=777°.
Solucion, A =254,5°, B=47.8° b=>50,54.

12. a=973.5, b=612,8, 4=10843°.
13. a=72,63, b=117,48, .1=80° Solueion.  Imposible.
14. h=0,0482, ¢=0,0621, B=5762°
I5. a=177, b=216, A=356°.
Solucitn, B,=45.27°, C,=99,13°, ¢,=300,3.

’

B2=134,73°, ('2=9,67° ¢2=51,09.
16. b=70,71, ¢=7814, I=6032°
17. b=91,06, ¢c=77,04, B=051,12°
Solueion. 1 =8769°, C=41,19°, a=1169.
18. a=0,1234, b=0,1412, B=38,13°
19. a=17060, b=141050, B=40°
Solneion, A,=05132°, C,=288,68°, c,=21850.
A2=12868° (2=1132° ec2=4290.

20. b=35,36, c=39,18, B=5942".

21. Un lado de un paralelogramo tiene 35 m de largo y una diagonal
63 m. Calenlar Ia longitud de la otra diagonal sabiendo gue el dngulo
formado por las diagonales es de 217 377, Solueion. 1246 m,
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22. Dos boyas estdn separadas por una distancia de 2 789 m, yun
bote estd a 4325 m de una de ellas. El dangulo formado po: ! - visua-
les del bote a las boyas es de 16° 13/, ;A qué distancia estd el bote de
la otra boya? ;Cudntas soluciones tiene este problema? Si supiéramos
que la boya més cercana estaba a 4325 m del bote, jcudntas soluciones
tendria el problema?

23. El punto P estd a 60,5 cm del centro O de un efreulo cuyo radio
es de 24,2 cm. Desde P se traza una secante que forma un dngulo de
18° 42/ con la recta OP. ;A qué distancia de P estd el punto més cer-

cano de interseccion de la secante con el efreulo?
Solueciom., 42,85 em.

24. La distancia de B a Ces 145m y la de 4 a C es 178 m. El
dngulo .1 BC es 41° 10/, Calcular la distancia de .4 a B.

Caso III.  Cuando se conocen dos lados y el angulo que for-
man, como a, b, C, *

Primer paso. Se calculan a+b, a—b; también % (A+B)
de A+B=180"—C.

Segundo paso. De la ley de las tangentes,

te 16 (A~B) = 22D tg 14 (a+1),

se halla 5 (A=B). Sumando este resultado a 14 (A+B) se
obtiene A, y restandolo se obtiene B.

Tercer paso. Para hallar el lado ¢ se aplica la ley de los

senos, por ejemplo,
a sen C

sen A

C =

* En el caso de que se den otros dos lados y el dngulo que forman,
basta simplemente cambiar en orden ciclico las letras en todas las
formulas. Asi, sisedan b, ¢, A, se usard

tg (B om g?i tg % (B4+C), ete.



228 TRIGONOMETRIA

Comprobacibn. Se utiliza la ley de los senos,™® es decir, se
mira s

log a—log sen A=log b—log sen B=log c—log sen C.

Esevpro 1. En un tridngulo a=540, h=420, C=52°6". Calcular
los otros elementos, usando las tablas 1y I1.

Solweibn.  A) dibujar el tridngulo (fig. 102) indicando los elementos
conocidos y desconocidos, vemos que el problema corresponde al
caso 111, ya que se conocen dos lados y el a4ngulo que forman

Primer paso.

B
a = 540 540
b =420 420
a-+b = 960 a—b= 120
180°
52 6
= 52°6/
A U= 420 C G 6
N ‘ o R /
Fig. 102 A+D = 127° 54
de donde, 1% (A+B) = 637 57
Segundo paso. tg U (A=HB) = 'z:-—;:: tg YA+ D),

log tg Vo (A —B) = log (a—b)+log tg 15 (A+ D) —log (a+b).

log (a—b) = 2,072
log tg ¥4 (A+B) = 10,3108 =10
12, 390010

log (a4b) = 2,9823
log tg 4 (A—DB) = 9,4077— 10

(o - b C
gen.l senl senC

*  De la ley de los senos,
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de donde, X (A—B) = 14° 21,
¥ (44 B) = 63° 57 63° 57
% (A—B) = 14° 21/ 14° 21/
Sumando, A =78°18 Restando, B = 49° 36/.
Tercer paso. c=08nC ¢ __a
sen .1 sen C  sen.l

log ¢ = log a-+log sen C—log sen A.
loga = 2 7324
log sen C' = 9 8971-10
12,6295—10
logsen A = 9,9909—10
loge = 2,6386

de donde, . ¢ =435, 1.

Comprobacion.  Por la ley de los senos,

loga =12,7324—10 log b = 12,6232—10
logsen A = 9,9909—-10 logsen = 9 8817—10
2,7415 2,7415

log ¢ = 12,6386 — 10
log sen ("= 9,8971—-10
2, 7415, l

Eremrero 2. Usando las tablas 1 y 111 resolver uh tridngulo dados
a=167, ¢=82, I=9Y8°,

Solueitn.  Primer paso.

a = 167 167 180°
c= 82 82 B = 98°
atc = 249 a—c = 85 A4+C= 82°

15 (A4C) = 41°,
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Sequndo paso. tg % (A—0C) = “J’r" tg Y% (44-0),
a-t+c

log tg % (4 —C) = log (a—c)+log tg 4 (4+C)—log (a+-c).

log (a—c) = 1,9294
log tg % (A4C) = 9,9392—10
11,8686 —10
log (a4¢) = 2,3962
logtg % (4—C) = 9,4724—10

de donde, ¥ (A—C) = 16,53°.
% (A4C) = 41,00° 41,007
% (A—C) =16,53° 16 ,53°
Sumando, A = 57,53°. Restando, C = 24,47°.
a sen B b
= . De
Tercer paso. sen A sen BB

— a -
sen A

log b = log a+4log sen B—log sen A.

loga = 2,2227
log sen B = 9, 995810 *

12,2185—10
log sen A = 9,9262—10
logb= 2,2923

de donde, b = 196.

* Sen B=sen 98°=sen (1807 —987)=sen 827, De donde,

log sen 98° = log sen 82°=9, 9958 — 10.
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Comprobacion.  Por la ley de los senos,

loga = 12,2227—10 log b = 12,2923 —10
logsen 4 = 9,9262—10 log sen B = 9,9958—-10
2, 2965 2, 2965

log e = 11,9138—10
logsen C = 9,6172—10
2, 2966

resultados que sustancialmente concuerdan,

PROBLEMAS

Usando las tablas I y 11, resolver los siguientes tridngulos y compro-
bar las soluciones.

2.

3.

10.

a=27, e=15, B=46°
Solueion. . 4=100° 57/, C=33° 3/, b=19,785.

a=486, b=347, ('=51° 36/

b=2302, ¢=3,567, A=62°.
Solueibn,. B=39° 16/, C=78°44, a=3211.

@=597,3, ¢=702,4, B=39°42,

a=77,99, b=83,39, C=72°16'"
Solucitn, A=51° 145, B=56° 295, ¢=9524.

b=0,8782, ¢=0,4973, A=232°24/

b=1192,1, ¢=3563, A=26"16.
Solucibn. B=143"29', C=10° 15/, a==886,6.

a=88,79, b=1513, C=110° 22,

a=51,38, ¢=67,94, B=79°13.
Solueibn, A=40° 53, C=59° 55, b=77,12.

b=4625, ¢c=5484, A=4"162".
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1. 5=0,02668, ¢=0,05092, A=115"47".
Soluetbn. B=21°1, C=43° 12/, a=0,0670.
12. a=87,91, b=9,464, C=4° 56
Usando las tablas I y 1II, resolver los tridngulos de los problemas

13 a 22. Compruébense las soluciones.

13. a=17, b=12, C=>593°.
Solucibn. A=77.2°, B=435° c=14,99.

14. b=101, c=158, A=37,38°.

I5. a=0,0850, c=0,0042, B=56,5°
Solucitn. A=121,07°, C=2,43°, b=0,08274.

16. b=3,272, ¢=2854, A=79,32°

17. b=0,9486. c=0,8852, A =84,6°.
Solucién. B=49,88°, C=4552°, a=1,235.

18. a=21,.82, b=48,27, C=12,23°.

19. a=42930, c=73480, B=248°.
Solucibn. A=27,56°, C=127,64°, b=38 920.

20. a=500,2, ¢=700,7, B=11111°,

21. a=5767, b=8,323, C=12433°.
Solucitn. A=22,37°, B=3330°, ¢=12,513.

22. b=70,25 ¢=5632, A=66,66°.

23. Para hallar la distancia entre dos objetos, 4 y B, separados por
nn lago, se ha escogido una estacion C y se han medido las distancias
(CA y CB que son de 3825 m y 3 476 m, respectivamente. Se observo
‘ambién que el dngulo ACB es de 62° 31. Calcular la distancia de
4 a B. Solucion, 3801 m.

24. Desde un punto que dista 3 Km de uno de los extremos de una
isla y 7 Km del otro extremo se ve la isla bajo un éngulo de 33° 56'.
Calcular el largo de dicha isla.

25. En un paralelogramo las dos diagonales miden 5m y 6 m y
forman un dngulo de 49° 18’. Calcular los lados del paralelogramo.

Solueibm. 5,006 m, 2,339 m.
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26. Los lados de un paralelogramo miden 172,43 y 101,31 m, res-
pectivamente, y el 4ngulo formad« por ellos es de 61° 16/. Hallar las
longitudes de las diagonales.

27. Dos yates parten al mismo tien.~ del mismo punto. Uno se
dirige hacia el Norte a la velocidad de 10,44 millas por hora, y el otro
hacia el Nordeste a la velocidad de 7,71 millas por hora. jA qué dis-
tancia se hallan después de 40 minutos? Solueion. 4,928 millas.

28. Hallar la direccién del yate mds lento con respecto al yate més
rapido en el problema 27.

Caso IV. Cuando se conocen los tres lados a, b, e.
Primer paso. Se calculan

s=% (a+b+c), s—a, s—b, s—ec.
Segundo paso. Se halla log r de

(s—a) (s—b) (s—e) )
S

(55) a (58) (Art. 46).
Tercer paso. Se hallan los angulos A, B, C de

r
tg 6 Am—, ¢ B———— tg }4 C=—,
g /2 £ §—a y 8 / —b y W82 §— C
Comprobacion. Veéase si A+ B+C=180°,
Esemprro.  Resolver un tridngulo cuyos lados miden
a=51, b=65 c=20.
Solueribn.  Primer puso.
a = 51 Portanto:
b= 65 x = 68 8 = 68 & = 68
c= 2 a= 5] b= 65 c =20
2% = 136 s—a =1 s—b= 3 x—¢c=48
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Sequndv paso. r= \/ (s—a) (s=b) (s—¢) ,

8

log r = % [log (s—a)+4log (s —b)+log (s—c)—log s

De las tablas de logaritmos,

log (8—a) = 1,2304
log (s—b) = 0,4771
log (s=¢) = 1,6812

3, 3887
log s = 1,8325
Fig. 104 2) 1,5562
log r = 0,7781.
Tercer paso. De la formula tg 1 A = 8:(1,

log tg 14 A = log r—log (s—a).
log r = 10,7781—10

log (s—a) = 1,2304

logtg 5 4 = 9,5477—10

| BN

A =19° 27, usando la tabla IT *
A = 38° 54

De la formula tg % B = J‘B
8_.

Y

log tg )4 B = log r—log (s—h).
log r = 10,7781—10
log (s—b) = 0,4771

log tg ¥ If = 10,3010—10

Y% B = 63° 26/, usando la tabla 11
I = 126° 52’

*  Siusamos la tabla I!11 en vez de la 11, obtenemos

% A =1944° Y B = 63,43°, 5 C=7,12°,
4 = 38,8%°, I = 120,86°, C = 14,24°,

Comprobacion, A+ B4+0=179,98".
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r
8§—C

De la formula tg 14 C =

]

log tg ¥4 C = log r—log (s—c).
log r = 10,7781 =10
log (s—c¢) = 1,6812
log tg 14 C = 9,0969—10

WC= 7° 8, usando la tabla II
C=14° 16¢'.
Comprobacion. A= 38° 5%
B = 126° 52’
C=.14°1¢

A+ B4C = 180° 2/,

PROBLEMAS

Usando las tablas I y 11, resolver los siguientes tridngulos y compro-
bar las soluciones:

I. a=2, b=3, c=4.
Solucitn, A=28° 58, B=46° 34/, ('=104" 2%/

2. a=250, b=279, c¢=2,33.

3. a=56, b=43, c=4)9.
Soluecibn, A=T74°40', B=47° 46/, C=57" 3¢/,

4. a=111, b=145, c=40.

5. a=0321, b=0,361, c=0,402.
Solucion. A =49° 24, B=58° 38/, ('=T71° 58,

6. a=1683, b=2052, c¢=2918.

7. a=3019, b=6731, ¢=4228,
Solneibn, A=18° 12, B=135° 51', ("=257 57,

8. a=0823 b=3972, c=4126,
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9. a=513,4, b=7268, c=9313.
Solucion. A=33°16/, B=>50°56/, C=95° 48'.

10. a=7,440, b=9,063, c¢=6,181.

Usando las tablas 1 y I1I, resolver los tridngulos de los problemas
11 a 18 y comprobar las soluciones:

1. a=4, b=7, ¢=6.
Solucibn. A=3478°, B=8642°, (=>58,82°

12. a=0,43, b=0,50, ¢=0,57.
13. a=61,3, b=847, c=476.

Solueibn. A=4520°, B=101,38°, C=3344°.
14. a=328,6, b=4224, c=6432.
15. @=3019, b=6731, c=42 28,

Solucion. A4=18,20°, B=13586°, C=25,94°.
16. a=8001, b=7002, ¢ = 9003.
17. «=0,0291, b= 0,0184, ¢=0,0358.

Solueibn. A=>54,06°, B=30,80°, C =95,16°.
18. a=6,727, b=3871, ¢=4,032.

19. Los lados de un campo triangular som de 700 m, 1100 m y
960 m de largo. Hallar el dngulo opuesto al mayor lado.

Solweion. 81° 22/,

20. Hallar el 4ngulo mds pequeno del tridngulo cuyos lados son
1,68m, 204m y 291 m.

21. (Bajo qué dngulo se ve la fachada de un edificio de 7 m de
largo, cuando el ojo del vbservador estd a 5 m de uno de los extremos
y a 8 m del otro? Solucion.  60°.

22. El punto P estd a 13581 m de un extremo de una pared de
123,42 m de largo y a 100,25 m del otro extremo. ¢Bajo qué dngulo
se ve la pared desde el punto £?

23. Dos lados de un paralelogramo miden 52,1 m y 68,5 m, res-
pectivamente. La longitud de la diagonal més corta es 31,6 m. Hallar
la longitnd de la diagonal mnds larga. Solveion.  117,5 m.,
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* N
24. Las diagonales de un paralelogramo miden 842 m y 1426 m.
K] lado més corto mide 824 m. Hillese la longitud del lado mads

largo.

67. Empleo de los logaritmos para hallar el area de un
triangulo oblicuangulo. Del Articulo 47, tenemos los tres
casos siguientes:

Caso 1. Cuando se conocen dos lados y el angulo que forman
se usa una de las formulas

.~ absenC _ besenA . acsen B
Sty BTG oW g
-~

en donde S= darea del triangulo.

Eiempero 1. Hallar el drea de un tridngulo en el que
a=256, b=382, C=41°50"

ab sen ('
—_2 _— e

log S = log a4-log b+log sen C—log 2.

loga = 1,4082
logb = 1,5821

log sen C = 9,8249—-10

12,8152 10
log 2 = 0,3010

log S = 11,31-42?13
= 2,5142.

ns‘(}["('i('ﬂlo S =

de donde, S'= 326,8.
Caso 11.  Cuando se conocen los tres lados se usa la formula

S =+ s(s—a) (s—hb) (5—¢)
en donde, S = drea del triangulo,

Y s = 14 (a+b+te).
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Fsevprro 2. Hallar el drea de un tridngulo que tiene por lados,

a=12,53, b=249, ¢=1891.

Soluecion. « = 12,53, Por tanto,

b=24,9 s = 28,17 §L98.17  5=28,17
c=18,91 a=12,53 b=24,9 ¢ =18,91
2% = 56,34 s—a=15,64 s—b= 2,27 s—c= 9,26
s = 28,17,

S = v/ s(s—a) (s—b) (s—c).

log S = 14 [log s+log (s—a)+log (s—b)+log (s—¢)].
log 8 = 1,4498
log (s—a) = 1,1942
log (s—b) = 0,5145
log (s—¢) = 0,9666
2)4,1251
log S = 2,0626

de donde, S =115,5.

Caso III.  Los problemas sobre dreas que no quedan incluidos
directamente en los casos I o IT pueden resolverse por el caso I si
se halla primero un lado o un angulo por la ley de los senos.

Esemrro 3. Hallar el drea de un tridngulo dados

A=34°22, B=66°11/, c=7835.

Solueitn.  Este problema no queda directamente comprendido ni en
el caso I nien el 1I. Pero

C=180°—(A+B)=180°—100° 33'=79° 27,
Y, por la ley de los senos,

_ ¢ sen A
sen
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Tomando logaritmos, log a = log c+log sen A —log sen (5%
loge= 1,894l
log sen A = 9,7517—10
11,6458 —10
log sen C = 9,9926-10
loga= 1,6532.

Ahora ya queda inclufdo en el casgo 1.

q = acsen R.
2
Tomando logaritmos, log § = log a+log c+log sen B—log 2.

loga = 1,6532
loge= 1,841
log sen B = 9,9614—10
13,5087—10
log2 = 0,3010
log § = 13,2077—10
= 3,2077,

de donde, S = 1613.

PROBLEMAS

Hallar las dreas de los siguientes tridingulos. Usense las tablas I y 11
para los problemas 1 a 10, y las tablas I y III para los problemas

11 a 18.
). a=380, c¢=61,2, B=67° 56" Solueion. 1078,
2. b=116,1, ¢=100,0, A=118" 16/,
3. b=207, A=70°, B=36"23. Solweion.  3,257.
4. a=3,123, A=53°1V, B=13°57,
5. a=03228, ¢=0,9082, B=60° 16" Solvweion.  0,1273,
6. a=8684, b=73,41, C=56°3l,
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7. a=950, b=142,8, c=89,6. Solucién, 4174,
8. a=6295, b=3,003, c=4,123.
9. a=18,063, A4=96°30, B=35° Solueion,  70,55.

10. b=62,83, c=4095, B=28°19.

Il. a=100, B=60,25° C=545°, Solucion., 3 891,

12. ¢=235 A=3021°, B=46,42°

13. a=145, b=178, B=41,17°, ‘: Solueion, 12 380.
14, b=2851, c=40,28, C=77,76°.

IE. a=231, b=10.7, ¢=252. Solucitn, 215.9.

16. a=7,464, b=9326, c=10937.

17. a=960, =720, C=25,67° Solucitn. 149 700,
18. b=0,6275, c=0,4921, A=121,32°,

19. Hallar el drea del macizo de tlores circular mds grande que puede
hacerse en un prado triangular cuyos lados miden 124,62 12, 40,86 m
‘y 97,92 m. Solucion.  518.2 2,

20. Kl drea de un terreno de forma triangular es de 4 000 2 y dos
de sus lados miden 127 m y 150 m. Calcular el d4ngulo formado por los
dos lados dados.

2l. Ellado AFB de un campo A LCD mide 37 Hm, BC mide 63 Hm
y DA mide 20 Hm. Las diagonales AC y BD miden 75 Hm y
42 Hm, respectivamente. Hallar el drea del campo.

Solueion. 1570 Hm?2,

22. En un campo ABCD los lados AB, BC, CD y DA wmiden
155 m, 236 m, 252 m y 105 m, respectivamente. La diagona! AC
mide 311 m. Calcular el area del campo.

68. Medida de areas de terrenos. [l siguiente eJenmiplo
muestra la naturaleza de las medidas que realiza el topdgrafo
para determinar dreas de terrenos, y el método generalmente
empleado para caleular el drea a partir de los datos medidos.



LOGARITMOS 241

Las cadenas y cintas metilicas usadas por los topdgrafos y
agrimensores tienen 10 6 20 metros de NT
longitud. En EE. UU. se usa la cadena
Gunter de 66 pies, y el drea suele enton-
Ces expresarse en acres que equivale a Gl----=--------2 4
10 cadenas cuadradas.

F -------

Esemrro. Un topégrafo usando la cadena
Gunter y partiendo de un punto A mide 10 ca-
denas en la direccion 27° al Este del Norte
hasta B, de alli, en la direccion que forma un
angulo de 56° 15/ hacia el Este con la direccion
Norte, se miden 8 cadenas hasta C'; de alli, en la
direccion 5° al Oeste del Sur, 24 cadenas has-
ta D, y de allf en la direccién 40° 44/ al Oeste
del Norte, 13,94 cadenas hasta 4. Calcilar en
acres el 4rea del campo 4 BCD. phesbloaane N0

Lo\

n

e maw osee c--- -

Solueion. Seala figura 105 una representacion 8
aproximada del campo. Por el punto extremo Fig. 105
1zquierdo del campo tricese la linea Norte-Sur.

De la figura resulta: drea .4 BOD=4rea del trapecio * (/CDI— (area
del trapecio GCBF + 4rea del tridngulo FB.14édrea del tridngulo
ADE)=13,9 acres.

PROBLEMAS

I. Un topografo mide en direccién 50° 25’ al Este del Sur 120,8 m;
de allf en la direccion 58° 107 al Oeste del Sur, 83 m; de allf, formando
un dngulo de 28° 12/ al QOeste del Norte, 102 m, y de alli va al punto de
partida. Determinar la direccion y distarcia del punto de partida con
respecto a la dltima estacién, y hallar el drea del campo encerrado por
el poligono. Solucion.  39° 44’ al Este del Norte; 40 m; 6 640 n)2,

2. Un lado de un campo tiene la direccién 83° 30/ al Oeste del
Norte y mide 210 m; el segundo lado tiene la direccion 22° 15/ al
Oeste del Sur y mide 233,40 m; el tercer lado estd en la direccion

* Por Geometria el 4rea de un trapecio es igual a la mitad de la
suma de las bases por la altura. Asf, drea (;CDE= Y(GCH+ED)E,

Granville. Trigonometria.— 16,



242 TRIGONOMETRIA

71°.45 al Este del Norte y mide 258 m, y el cuarto lado completa el peri-
metro del campo. Hallar la langitud y la direccion del cuarto lado y
calcular el drea del campo.

3. De la estacion niim. 1 a 1§ estacion nim. 2 hay 4,57 cadenas
Gunter en la direccion 7° 20’ al Oaste del Sur; de esa estacion a la mi-
mero 3 hay 7,06 cadenas en la direccion 61° 55/ al Oeste del Sur, de esa
estacion a la nini. 4 hay 5,06 cadenys en la direccion 3° 10/ al Este del
Norte; de esa estacion a la ndm. 5\hay 3,25 cadenas en la direccion
33° 50/ al Este del Norte, y de esta estacion se cierra el poligono con la
estacion nim. 1. Hallar la direccién y la distancia de la estacion ni-
mero 1 con respecto a la nim. §, y cafeular el drea del campo limitado

por los lados.
Solueitn. 1216 al Norte del Este; 4,7 cadenas; 3,55 acres.

69. Navegacion sobre paralelos. Cuando un buque na-
vega en la direccion Este o en la direccion Oeste, es decir,
que camina siempre sobre el nmusmo paralelo de latitud, se

e
i ll‘ fo‘ v |‘\j

g 'II‘W. Il

(polo norte)

Fig, 106 Fig. 107

dice que navega sobre paralelos. La distancia recorrida se llama
desviacion* (en inglés departure) y se expresa en millas mari-

+ La desviaeion entre dos meridianos es un arco de paralelo com-
prendi‘lo entre esos meridianos, Disminuye a medida que aumenta la
latitnd., En (81), la diferencia de longitud debe estar expresada en
minutos,
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nas *, Asf, en la figura 107 el arco AB es la desviaciin entre
Ay B. La latitud de 4 y B es la misma; es decir,

arco KA =arco B, dngulo EOA=dngulo QOB.

[.a diferencia de longitud de A4 y B es igual al arco £Q. La
relacion entre la latitud, la desviacion y la diferencia de longi-
tud, puede hallarse como gigue: Por Geometria,

are ) :
er 50 = OF = 0 = % 04D = cos AOE = cos latitud,

de donde, arco AB = arco EQ cos latitud, 0 sea,
. desviacion
(61) Dif. long, = cos latitud °

Esemrro.  Un navio cuya posicion es 25° 20/ latitud Norte y 36° 10/
longitud Oeste, navega hacia el Oeste 140 millas. Calcular la longitud
del lugar en que se encuentra después del recorrido.

Solueion.  Aqui, desviacion = 140,
latitud = 25° 20’ N,

Sustituyendo en la formula anterior (61),

140

it lobp, A sa B
8 = cos 25° 20

log 140 = 12,1461—10
log cos 25° 20/ = 9,9561—10
log dif. long. = 21900
dif. long. = 154,9 = 2°349.°

Por tanto, la longitud del lugar aleanzado = 36° 10/4-2° 349/
= 38 44 9' Oeste.

« Una milla merina o ndutica, llamada también milla geogrifica,
es la longitud de un arco de un minuto medida sobre un circulo méxi-
imo de la Tierra. En log problemas sobre navegacion las distancias

vienen dadas en millas marinas.
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PROBLEMAS

1. Un buque que estd a 42° 16’ latitud Norte y 72° 16/ longitud
Qeste, navega hacia el Este una distancia de 149 millas. ;Cuél es la
pogicion alcanzada? Solucitn. 68° 55’ longitud Oeste.

2. Un bugue cuya posicion es 44° 49’ latitud Sur y 119° 42’ longi-
tud Este navega hacia el Oeste hasta alcanzar la longitud 117° 1¢/ E.
Hallar la desviacion.

3. Un navio cuya posicion es 36° 48’ latitud Norte y 56° 15 longitud
Oeste navega hacia el Este 226 millas. Héllese la longitud del lugar
alcanzado. Solucion. 51° 33/ longitud Oeste.

4. Un vapor que estd a 48° 54’ latitud Norte y 10° 55 longitud
Oeste, navega hacia el Oeste hasta los 15° 12 longitud Oeste. Hallar
la distancia navegada,

70. Navegacion considerando la Tierra plana. Cuando
un bugue navega de tal manera que su trayectoria forma con
todos los meridianos un mismo ingulo, se dice que navega
siguiendo una ruta loxodromica. El angulo se llama rumbo y la
distancia entre dos lugares se mide sobre la loxodromica. Asi,

por ejemplo, si un buque va de
e A a B (fig. 108) sobre una loxodro-

mica, tendremos:
arco A B=distancia,
angulo CAB=rumbo,
arco (B =desviacion,

arco AC=diferencia de la-
titud entre A
y B.

Se puede obtener una relacion
aproximada entre las magnitudes
anteriores, considerando la superficie de la Tierra como una
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superficie plana, es decir, considerando ACE como un trian-
gulo rectangulo plano, siendo ACEH el ¢ Desviacién
angulo recto. Este triangulo rectangulo
se llama triangulo plano de navegacion.

De este triangulo rectangulo plano
(fig. 109), obtenemos:

CB = AB sen A,

Dif.de latitud

A

AC = AB cos A; 0 sea, Fig. 109
(62) Desviacién =distancia x sen rumbo,
(63) Dif. lat.= distancia x cos rumbo.

Si AB es grande, el error cometido por despreciar la cur-
vatura de la Tierra serd demasiado grande y los resultados
obtenidos se apartarin mucho de la realidad. En este caso,
AB puede ser dividida en partes, tales como AE, E(;, (1, IB
(fig. 108) que sean tan pequefas que la curvatura de la Tierra
sea despreciable. La navegacion plana no suministra ninguna
solucién para la diferencia en longitud. En (63), la dif. latitud
debe estar expresada en minutos.

Eievpro. Un buque que navega hacia el Norte desde nn punto de
8° 45’ latitud Sur con rumbo 36° E, recorre 345 millas. Hallar la
latitud alcanzada y la desviacion.

Solucibn. Como en este caso la distancia=345 y el rumbo=36°,
tendremos:

desviacion = 345 sen 36°. dif. lat. = 345 cos 36°,
log 345 = 2, 5378 log 345 = 2,5378

log sen 36° = 9,7692—10  log cos 36° = 9 ,9080—10
log desviacion = 23070 ol log dif. lat. = 2 /4458

desviacion = 202, 8 millas. dif. lat. = 279,1’ = 4° 39, ',

Como el buqde navega hacia el Norte, habrda alcanzado Ia latitud
8° 45'—4° 39,1'=4° 59" 8.
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PROBLEMAS

i. Un buque navega, signiendo una ruta comprendida entre el Sur
y el Este, 244 millas partiendo de un Jugar sitnado a 2° 52' latitud
Sur, llegando a 5° g/ latitud Sur. Hallar el rumbo y la desviacion.

Solucién. Rumbo 56° 8 al Este del Sur; desviacion=202,6 millas.

2. Un vapor partiendo de un punto situado 2 43° 45 latitud Sur,
recorre 234 millas con rumbo 11° 15’ al Este del Norte. Hallar la lati-

tud alcanzada y la desviacion sufrida.

71. Navegacién sobre paralelo intermedio. Agqui toma-
mos la desviacion determinada por (62) medida sobre el para-
lelo de latitud media entre los paralelos del punto de partida
y el de llegada. Asi, en la figura 108 la desviacion entre
Ay B es LM, medida sobre el paralelo equidistante de los
paralelos de Ay . Esto seri suficientemente exacto para
los fines ordinarios si el rocorrido no es de gran longitud ni
e aleja mucho del ecuador. La latitud media es el promedio
de las latitudes de 4 y B. la tgrmula (61) del Articulo 69
ce convertird entonces ¢h

; desviacion
(64) dif. long. = T ot med. -

Kagsrro.  Un bugue cuya posicion es 42° 30/ latitud Norte y 58° 51/
Jongitud Oeste, navega 300 millas en la direceion 33° 45’ al Este del
Qur. Hallar la latitud y longitud de la posicion aleanzada.

Solneitm.  Conocemos la latitud del punto de partida 4. Para obte-
ner la latitnd de la posicion final B, hallamos

A primero la diferencia de latitud por medio
de (63). Tendremos:

dif. lat. = 300 cos 33° 45'.
log 300 = 2 L4771
log cos 33° 45 =Y L9198 —10

Nif,. de 'o*itud

~
‘

L'esviocion B log dif. lat = 2 , 3964
Fig. 110 dif. lat. = 249.4 = 4 9.4’
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Como el buque navega hacia el Sur, habri alcanzado después del
recorrido la latitud =42° 30/ —4° 9,4'=38° 20,6’ N.
Para obtener la longitud de B, debemos ealcular primero la desvia-
cion y la latitud media para sustituirlos en (64). De (62),
desviacion = 300 sen 33° 45,
log 300 = 2,4771
log sen 33° 45’ = 9,7448 - 10

log desviacion = 22219

desviaeion = 166, 7',
Lacvitud media = 4 (42° 30’'4-38° 29 6') =40° 25,3,

166,7
cos 40° 25,3'

Sustituyendo en (64), dif. long. =

log 166,7 = 12,2219-10

log cos 40°25,3' = 9,8815—-10
log dif, long. = 2, 3404

dif. long. = 219’ = 3° 29'.

Como el buque navega hacia el Este, habri alcanzado una longi-
tud =58° §1’'—3° 39'=55° 12/ Oeste.

PROBLEMAS

I. Un vapor cuya posicion es 26° 15’ latitud Norte y 61° 43’ longi-
tud Oeste, navega hacia el Noroeste 253 millas. Hallar la latitud y
longitud de la posicion alcanzada.

Soluecibn.  29° 13,9 latitud Norte; 65° 5,17 longitnd Oceste,

2. Un buque parte de 31° 14’ latitud Norte y 42° 19 longitud
Oeste, y navega 325 millas en la direccion E. N. K. Hallar la posi-
cion alcanzada.

3. Partiendo del punto 42° 30’ latitud Norte y 58° 51’ longitud
Oeste, un acorazado navega 300 millas hacia el S, K. 4 S. Hallar el
lngar alcanzado.

Solucion, 38° 217 latitud Norte; 55° 12/ longitud Oeste.
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4. Un crucero navega desde la posicion 49° 56/ latitud Norte,
15° 16’ longitud Oeste, a otra situada a 47° 18/ latitud Norte y 20° 10/
longitud Oeste. Hillese el rumbo y la distancia.

Sugestion. Se pueden calcular la diferencia de latitud, la diferencia
de longitud y la latitud media,

5. Un torpedero, partiendo de 37° latitud Norte y 32° 16/ longitud
Oeste, navega en la direccién 36° 56/ al Oeste del Norte, y alcanza la
latitud 41° N. Hallar la distancia navegada y la longitud de la posicion
aleanzada. Solucién. Distancia=300,3 millas; longitud, 36° 8’ Oeste.

6. Un buque parte de un punto sitnado a 42° 30’ latitud Norte y
58° 51’ longitud Oeste, y navega con una direccion comprendida entre
S y E hasta que su desviacion es de 163 millas y su latitud 38° 22’ N,
Hallar el rumbo, la distancia y la longitud de la posicion alcanzada,

7. Un crucero partiendo de un punto situado a 47° 44/ latitud Norte
y 32° 44/ longitud Oeste, navega 171 millas con una direccion compren-
dida entre el N y el E hasta alcanzar la latitud 50° 2’ N. Hallar su
rumbo y la longitud de la posicién alcanzada.

Solucion. Rumbo, 36° 117 al Este del Norte; long. 30° 10/ Oeste.

8. Un velero parte de 47° 15’ latitud Norte y 20° 48/ longitud Oeste,
y navega 208 millas con una direccién comprendida entre el Sur y el
Oeste, siendo su desviacion de 162 millas. Hallar el rumbo, la longi-
tud y la latitad de la posicion alcanzada.

PROBLEMAS ADICIONALES

gy z
I. a. Silogaz=logqy+2, calcular el valor de —.
Solucion, a2

——

b. Sin tablas, hallar el valor de % logs \/-3.—3 +loge %

Soluecion., %.

2. Un lado de un triéngulo tiene una longitud doble de la de otro.
La diferencia entre los dngulos opuestos a estos lados es 90°. Hallar

todos los dngulos,

3. Se tiene un ecirculo inscrito en un tridngulo cuyos lados son
7. %y 9. Hallar en forma del radical més simple el érea del triangulo

formado unienda los puntos de contacto. Solucitn. 2% /5.
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4, Un tridngulo rectingulo 4 BC, cuyo dngulo recto es C, estd en
un plano horizontal. Desde P, un punto de la vertical trazada por C,
se trazan las rectas PA y PB, formando los ngulos « y 8, respectiva-
mente, con PC. Sif representa el angulo A PB, demuéstrese que

cos i = cos a cos f.
5. Usando la definicion de ‘‘mitad del seno verso' dada en el Ar-
ticulo 13, demuéstrese que (52), del Articulo 46, puede escribirse

(x=b) (x=¢)
be '

15 vers A =

Esta forinula y otras semejantes para ' vers 3 y !4 vers C pueden
usarse para resolver el caso IV, del Articulo 66, usando la tabla VI

del final del libro.

6. Resolver el tridngulo correspondiente a la figura 104 por la
formula de la mitad del seno verso del problema anterior.

Solucidn. (Parcial). % vers A = 3%5,5,
log % vers A = 9,0444—-10,
A = 38° §3'.



CAPITULO VI
ANALISIS TRIGONOMETRICO

72. Funciones de la suma y de la diferencia de dos
angulos. Vamos a proceder ahora a obtener las funciones
trigonométricas de la suma y la diferencia de dos drgulos
conocidas las de estos dngulos.* Las formulas fundamen-
tales que vamos a deducir son las siguientes:

(65) sen (x+y) = sen x cos y+cos x sen ¥.
(66) sen (x—y) = sen X C0s y—cos X sen Y.
(37) cos (x+y) = cos x cols"‘yl—-seg_, x sen .
(68) cos (x—y) = cos x cos y+sen x sen y.

73. Seno y coseno de la suma de dos angulos. Demos-
tracién de las formulas (65) y (67). Sean z ey dos dingu-
los positivos menores de 90°. En el circulo trigonométrico
(de radio 1) cuyo centro es (), tracemos el dngulo AOP=2
v el dngulo POQ=y. Entonces el ingulo AOQ=1r+y.

on la figura 111 el dngulo z+y es menor de 90°, v en
la 112 es mavor de 90°.

En ambas figuras, Q) es perpendicular a OF; QCy DE
son perpendiculares a 0.1 (o a la prolongacion de 0A4), ¥

* Como z e y son dngulog, su suma r+y y su diferencia z—¥
son tumbién dngulos. Asi, si z =61° e y = 23°, entonces z+Y¥ = 84°
v T—y=38" Kl lector debe observar que sen (z4y) no es lo mismo
que sen z4sgen y; que cos (z—y) no es lo mismo que cous T—Cos ¥,
etehtera,
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FD es paralela a 04. Los tridngulos rectingulos DIFQ y
(OED son semejantes. Por tanto,

angulo FQD =z,
En el triangulo rectingulo 0DQ,

(1) 0OD=0Q cos y=cos ¥.
(2) DQ=0Q sen y=sen y.

Y, segin la figura, sen (z+4y)=0Q. Por el Art. 30

Pero CQ=CFr+FQ=ED+FQ.

Por lo tanto,
(3) sen (x4y)=ED+ F(.

En el triingulo rectingulo OED,

(4) ED=00] sen r=sgen z cos Yy, Por (1)
En el trizingulo rectiingulo NFQ,

(3) FQ=DQ cos x=cos T sen Y. Por (2)
Sustituyendo en (3) los valores de (4) v (5), tenemos

(65) sen (x+y)=sen x cos y+cos x sen y.
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Ademas, cos (z+y)=0C. Por el Art. 30
Pero OC=0E—CE=0E—FD,

en ambas figuras, ya que los segmentos OC, OE, CE sobre
el didmetro horizontal son segmentos dirigidos (Art. 30).

Por lo tanto,

(6) cos (z+y)=0E—FD.
En el tridngulo rectangulo OED,
(7 OE=0D cos Z=cos T cos ¥. Por (1)

En el triangulo rectingulo DFQ,
(8) FD=DQ sen T=sen = sen ¥, Por (2)
Sustituyendo en (6) los valores de (7) y (8), tenemos

(67) cos (x+y)=cos x cos y—sen x sen y.

En la deduccién de las férmulas (65) y (67) supusimos que
cada uno de los dngulos z e y era positivo y menor de 90°.
Es un hecho, sin embargo, que estas férmulas son verdaderas
para valores de z ey de cualquier magnitud, positiva o
negativa. Los dos ejercicios que damos a continuacién
muestran cémo puede demostrarse esto para casos particu-
lares.

Esercicio 1. Demostrar que (67) es verdadera cuando z es un én-
gulo positivo del segundo cuadrante e y un dngulo pogitivo del cuarto
cuadrante.

Demostracion. Sea £=90°4+2' e y=270°+y'; * entonces
z4+y=360°+4(z'+y') y también
(9) ' =z—90°, y=y—270°, z'4+y =z+y—360°.

+ Kl lector debe notar que z’ e %' son dngulos agudos.
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cos (z+y) = coe [360°+ (2'+4y')|=cos (z'+V) porel Art. 29
= co8 z/ cos ¥/ —sen 2’/ sen y’ por (67)
= co8 (z—90°) cos (y—270°) —sen (x—90°) sen (y—270°)

de (9)
= gen z(—sen y)— (—cos £ cos y) por el Art. 29

= COS Z CO8S y—een r gen y, como se queria demostrar,

Esercicio 2. Demostrar que (65) es verdadera cuando z es un éngu-
lo positivo del primer cuadrante e ¥ un dngulo negativo del segundo
cuadrante,

Demostracion. Sea z=90°—z' e y=—180°~y’; entonces

z4y=—9%0°—(z'+y’) y también

(10) ¥ =90°-z, y/'=—180°~y, /4y =—90°—(z+y).
sen (z4y) = sen [—90°— (2/4y')|= —cos (2'+y') por el Art. 29
= —|[cos z/ cos ¥'—sen 2’ sen ¥'] por (67)

= —[cos (90°—z) cos (—180°—y)
~sen (90°—z) sen (—180°—-y)]

de (10)
= —|[sen z(—cos y)—coe z sen y| por el Art. 29
= gen I cos y-Ccos x sen y, c.8./q. d.

Esemrro 1. Hallar sen 753°, usando (65) y las funciones de 45°
y 30°.

Solucibn. Como 75°=45°4-30°, obtenemos de (65):

sen 75° = sen (45°4-30°) =sen 45° cos 30°+ cos 45° sen 30°

1 V3 sy
= 4 o, T del Art. 5
Vv2 2 Vv2 2

VvV 3+1

2v 2

=14 (v 6+ V72).
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E;emero 2. Hallar cos (z+y), teniendo como datos senz = % y
sen ¥ = %3, siendo z e y dngulos positivos agudoe.

Solucion. Por el Artfculo 17 hallamos
sen z = %, cosz = 4%, seny = 3, cosy = %13
Sustituyendo estos valores en (67), obtenemos

cos (z4y) =% - "Ya—% - }1a=3%s.

PROBLEMAS

I. Hallar el valor de cos 75°, usando las funciones de 45° y 30°.
Solueibn. 34 (\/—6—\/5)

2. Hallar el valor de sen 105°, usando las funciones de 60° y 45°.

3. Verificar la formula (65) para A = 210° y B = 120°,

4. Verificar la férmula (67) para A = 180° y B = —135°

5. Sitgz =234y tgy= "4 hallar sen (z+4y) y cos (z+¥y) cuun-
do z e ¥ son dngulos agudos.

Solveibn,  sen (x+y) = 45, cos (x4y) = 3.

6. Sabiendo que e y 3 terminan en el segundo y cuarto cuadran-
tes, respectivanente, y que sen a=cos J=3; hallar cos (¢4 ),

7. Usando la tabla de valores naturales de las funciones trigono-
métricas, hallar: a) sen 31° con las funciones de 20° y 11°;, b) Ia
diferencia entre sen (20°411°) y sen 20°+sen 11°,

Solveion.  b)  0,0178.

8. Hallar cos (210°4+A) si sec 4 = -v'3 y A termina en el se-
gundo cuadrante.

8. Demostrar que sen 90° =1 y cos 90° = 0, usando las funcio-
nes de 60° y 30°.

10. Demostrar que sen 180°=0 y cos 180'= —1, usando las ifun-
ciones de 120° y 60°.
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Demostrar que
COR T+4sen r

Il. een (45°+z) = V2

12. cos (60°4a) = <28 "—\2/ 3 sen a !

13. sen (y+135°)= = z/—_;en £4

14. cos (210°+z) = 4 (sen z—/ 3 cos &)

15. sen (A+B+4C) =sen . cos B cos C4cos A sen B cos C
+cos A cos B sen (' —sen A sen B sen C,

Srugestion. A+ B4+C = (14 B)+C.

16. cos (A+4+B+C)=cos A cos B cos C—sen .l cos B sen C
—cos A sen BB sen C —sen A sen B cos C,

17. sen (x+y) cos y—cos (z+y) sen y=sgen 7.

18. sen (z+60°) —cos (x4+30°)=sen z.

74. Seno y coseno de la diferencia de dos angulos. De-
mostracion de las formulas (66) y (68). En el ultimo ar-
ticulo quedé establecido que (65) y (67) son vilidas para
valores de z e ¥ de una magnitud cualquiera, positiva o
negativa. Por tanto, (66) y (68) son simplemente casos espe-
ciales de (65) y (67) respectivamente. Asi, por ejemplo, si

en (65)1
sen (z+Y) =sen x cos y+cos T sen ¥,.

sustituimos ¥ por —y, tendremos:

(1)  sen (x—=y)=sen x cos (—y)+cos z sen (—y).
Pero cos (—y)=cosy v sen (—y)=—sen y. (Art. 28)

Sustituvendo en (1), resulta:

(66) sen (z—y) =sen T cos ¥y —cos T sen Y.
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Anilogamente, si en (67),
cos (z+y) =cos Z cos y—sen T sen ¥,
sustituimos ¥ por —y, obtenemos:
(2) cos (z—y) =cos = cos (—y)—sen = sen (—¥).
Pero cos (—y)=cosy y sen (—y)=—seny, (Art.28)
Sustituyendo en (2), resulta:

(68) cos (z—y)=cos x cos y+sen T sen¥.

Esempro 1. Mallar cos 15°, usando (68) y las funciones de 45°
y 30°.

Solucibn. Como 15°=45°—30°, obtenemos de (68)

cos 15° = cos (45°—30°) =cos 45° cos 30°+sen 45° sen 30°

_L.V3 o1
V2 2 0T 4308
_ V341l VE+vE,
2v/ 2 4

Se recomienda al lector que resuelva el ejemplo anterior toman-
do 15°=60°—45°.

Esemrro 2. Demostrar sen (60°+zx) —sen (60°—zx)=sen z.

Solweibn.
gen (60°4-r) = sen 60° cos r4cos 60° sen z. Por (65)
sen (60°—z) = sen 60° cos z—cos 60° sen z. Por (86)
Restando,
gen (60°4-r) —sen (60°— ) = 2 cos 60° sen z

=2.Y .gen x = sen 1.
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PROBLEMAS

I. Hallar el gen 15° usando las funciones de 45° y 30°.

Sotucitn, Y2V
-4
2. Hallar sen (z—y) y cos (z—y), sabiendo que sen z = 1§ vy

sen y = }3, siendo z e ¥ dngulos agudos.

3. Hallar sen (z—y) y cos (z—y), sabiendo que tgr=45y g y— -4,
y que z termina en el tercer cuadrante e ¥ en el primero.

Solucion.  sen (x—y)=—1745, cos (—y)=—244;.

4. Verificar la férmula (68) para 4 = 135° y B = 45°,

Demostrar que
COS T—gen z
V2
cos .1 ++/ 3 sen 1
2 .

6. cos (60°—.4) =
cos z —sen z
V2
sen 3+ 1/ 3 cos 1
> -

7. cos (z—315°) =

8. sen (1—120°) = —

9. sen (60°+z)—sen z = sen (60°—z).

10. cos (30°4y)—cos (30°—y) = —sen y.

1. cos (2445°)4cos (2—45°) = vV 2 cos .
12. cos (Q445°)+sen (@—45°) = 0.

13. sen (z4y) sen (r—y) = sen? r—sen? y.

14, cos (x—y42) = COS T Cos ¥ cOS z+4cos z sen Yy sen z

— EeN Z COB ¥ sen Z-+s8en I sen y Cos 2,

Umaovlille, Trigonometria — 17.
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75. Tangente y cotangente de la suma y de la diferen-
cia de dos angulos. De (16) (Art. 17) y de (65) ¥ (67)
(Art. 72), obtenemos:

o (P i) o 2D (z+y) _sen z cos y+cos Z sen Y
g y cos (z+y) cosx cosy—sen T seny

Dividiendo numerador y denominador por cos T cos Y, ten-
dremos:
sen T cos Yy , o8 Z sen y
COSX CORY COS T cos ¥
COS T COS Y sen I sen Yy
COS T COS Y COS T COSY

e (2+y) =

gen T , sen y

COS T CO8 Y
sen T _sen ¥ '
cos T cos Y

—_

. sen T _ _seny _ :
Como ey tg x » e tg y, resulta:
x4+t
6 sy o JREEIRY.

De la misma manera, de las férmulas (66) y (68) se ob-
tienc:

tgx—tgy
1+tgxtgy’

(70) tg (x—y) =

De la formula (17) (Art, 17) v de (65) v (67) (Art. 72)

hallamos:

COS (Iiy) __ COS T CO8 y-—8en T sen Y

ot (z4y) = — = i etk
% (x+v) sen (x4y)  sen z cosy+cos T seny’
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Dividiendo numerador ¥y denominador por sen z sen ¥,

resulta:
COS T cosy sen Zsen y
z
e +y) = 8en T sen ¥  sen sen y
8en  cos y , cos Z sen Y
SN Tseny  sen Z sen y

COS T o8y 1
_8en z " sen y
~ cos Yy , cosz

8én ¥  sen z

Como ;:; := ctgx y :::‘;ll = ctg y, obtenemos
: ctgx ctgy—1
X = p

De la misma manera, de (66) y (68) podemos demos-
trar que

(72) ctg (x... y] = wa.

Ctg y—ctg x
Las férmulas (65) a (72) pueden escribirse en forma m4ds
resumida como sigue:

sen (Txy) = sen = cos Y= cos = sen Y,
cos (z£Y) = cos Z cos yFsen z sen Y,

tg z=tg y
1Ftgz tgy'

2 = CIBT ctgyF1
otg (z=y) ctgy=xctgz °

tg (zxy) =
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Las férmulas deducidas en este capitulo demuestran el
Teorema de adicién para funciones trigonométricas, a saber,
que cualquier funcion trigonométrica de la suma algebraica de dos
angulos puede expresarse en términos de las funciones trigonomé-
tricas de esos angulos.

Fuesero 1. Hallar tg 15°, usando (70) y las funciones de 60° y 45°.

Solucibn. Como 15°=60°—45°, obtenemos de (70)

60° —tg 45° -1 =
tg tg 45° _ V'3 < F AT,

15°=tg (60°—45°) =
tg 15°=tg ( ) 14tg 60° tg 45° 1443

Se, recomienda al lector que resuelva este mismo ejemplo teniendo
enrcuénta la igualdad 15°=45°—30°.

PROBLEMAS

I. Hallar tg 75° conocidas las funciones de 45° y 30° 1
Solucion. 2+ \/T.

2. Hallar ctg 105° conocidas las funciones de 60° y 45°.

3. Hallar tg (z+y) y g (z—v), teniendo como datos tg z='4 §
tg vy = '4. Solucibn. %4, %%.

4. Sitg (z+y) =+/3y tg z=1, calcular tg y.

Demostrar que

14tz z

: 45° =
5. tg (45°+2) Ja Ty

ety

l—-ctg vy

tg A-1 3
1+\/_:§ tg A .
V3 ctg B--1
ctg B+vV3 ;

6. ctg (y—45°) =

7. t (.1—60°) =

8. ctg (B+4210°) =
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9. sen (:t+y_) _trattey

sen (z—y) tgz—tgy’

10. tgz4tgy= €0 (2+Y)

COST cosy

. tg (z+45°) +ctg (r—45°) = 0.

12. ctg A—ctg B = %0 (B—4)
sen . { sen I

—tgz tgy = 08 (z+y)

14. ctg Pete Q—1= 08 (P+Q)
S ¢ sen P sen ()

Las férmulas de reduccién de los Articulos 25-28 fueron
deducidas suponiendo que A era un dngulo agudo. Las
formulas del Articulo 72 nos permiten demostrar que aque-
llas férmulas son generales, es decir, vilidas para cualquier
angulo A. El siguiente ejemplo es una demostracién de ello:

Eiemrro 2. Demostrar que

a) sen (180°4+A4) = —sen 4, (Art. 26)
b) tg (270°+4 B) = —ctg B, (Art. 27)
cnando A y I? son éngulos cualesquiera,
Solueion.  Para demostrar (a) usemos (65), tomando
z=180° y=A,
Entonces, sen (180°+.1) = sen 180° cos A 4cos 180° sen A.

Por el Articulo 20, sen 1807 = 0, cos 180° = —1, Sustituyendo estos va-
lures, obtenemos  (a).

Para demostrar  (b) no podemos usar (69), ya que, por el Articu-
0 20, te 270° = @, Pero por (18) (Art. 17), tenemos:

1) tyr (27()0 l: - sen (27",""‘,:) .
| h g Sy v 10
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Alora usemos (65) y (67), tomando z = 270¢, y = 5. Entonces,
gen (270°+ B3) = sen 270° cos B+-cos 270° sen B,
cos (270°4 BB) = cos 270° cos B —sen 270° sen B.

Por el Artfeulo 20, sen 270° = —1, cos 270° = 0 Por tanto,
gen (2704 B) = —cos B,
cos (270°+ B) = sen b.

Sustituyendo estos valores en ¢l segundo miembro de (1), se obtiene
la ignaldad (b).

PROBLEMAS

Usando las formulas del Artfculo 72, obtener las férmulas para el
seno, coseno, tangente y cotangente de los gignientes fingulos:

1. 90°+4A. 3. 270°—A.
2. 1I80°—A4, 4. A-90°
76. Funciones trigonométricas del angulo doble conocidas
las del angulo. Las férmulas (65) a (72) son verdaderas para
todos los valores posibles de z e ¥; por tanto, deben ser vili-

das cuando z es igual a V.
Para hallar sen 2z tomemos (65),

sen (z+y) = sen z cos y+cos T sen Y
y hagamos =Y. tesulta:

sen (r+z) =sen T cos T+co8 T sen T,
0 sea,

(73) sen 2x = 2 sen X CO8 X.

Para hallar cos 2z tomemos (67),

cos (z+7Y) = cos T cos Yy—sen T sen Y
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y hagamos y=2z, Se obtiene:

COR (x+1') =COST COST—¢gcenx sen I,
0O sea,

(74) cos 2x = cos? x—sen? r.
'omo cos® x=1—gen? z, (74) puede escribirse
(74a) €os 2x = 1—2 sen® x.
O también, como sen? z=1—cos? 7, (74) puede escribirse

(74b) cos 2x = 2 cos® x—1.

Para hallar tg 2x tomemos (69),

tg z4+tg y
I—tgz tg y

tg (z+y) =

y sustituyamos ¥ por z. Resulta:

_ tgrttgx
tg (z+2) = 1-tgz tgz’
0 sea, L
(75) tg 2x=_2_tﬂ‘_

1—tg2 x°

77. Funciones de dngulos multiples. Kl método del iil-
timo articulo puede extenderse facilmente para hallar las
funciones de nr en términos de las funciones de z si n es

un entero.
Para hallar sen 3z en funcion de sen z tomemos (65),

sen (x4¥y) = sen z cos y+cos x sen y
v =ustituyemos y por 2z. Ksto da:

sen (2+42r) = gen r cos 2r+cos z sen 2r,
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o sea, sen 3T=sen Z (cos® z—sen? r)+cos = (2 sen T cos x)

por (74), (73)
= 3 sen z cos® z—sen® x

= 3 sen z (1 —sen® z) —sen® z

= 3 sen z—4 sen® 1,

Para hallar tg 4z en funcién de tg z, tomemos (69), (75),

2tg 2z . 4tg z(l—tg' )
—tg?2r 1—6tg?z+tg'z’

tg 4z = tg (2z+2x) = 1

2
EieMmrio. Dado sen z =
\/

, estando z en el segundo cuadrante,

enl

hallar sen 2rx, cos 2r, tg 2z,

2
Solueibn Como sen z = — = y z estd en el segundo cuadrante, ob-

5
tenemos, usando el método del Articulo 15,

2 1
genzr=—5=, C = -, tgz=—2,
n V3’ 08 T VA g
Sustituyendo en (73), hallamos

sen 2r =2 renz coszT = 2.

2 (_ _}_) .
x/5 V'35 5

Andlogamente, obtenemos cos 2z = — 34 sustituyendo en (74) y
tg 2z = 44 sustitnyendo en (75).

PROBLEMAS

I. Sabiendo que tgx =2 y que T esti en el tercer cuadrante,
hallar sen 2r, cos 2r, tyr 2r.

Soluciom. sen 2r = 35, cos 2z = =34, tg2r = —4;.

2. Nictgr =4k expresar las seis funciones trigonométricas de
2r en términos de k.
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3. Si A estd en el tercer cuadrante y sen A = —3{, hallar

a. cos (90°4+A). Solueibn. 3.

b. tg24. Solucibn. 244,

c. ctg (180°—24). Solucibn. —74,.
d. sec (270°—24). Solucibn., —254,.

4. Sifes un éngulo del segundo cuadrante y tg f = —3{;, hallar
a. ctg26,
b. sen (180°—6),
c. cos (270°—2 #).
d. csc (180°4246).
Considerando cada una de las siguientes como una funcion de un

éngulo doble, expresar cada una de ellas en términos de las funciones
del Angulo sencillo.

5. a) sen66; b) sen 10° Solucion. a) 2sen 3 6 cos 3 6;

b) 2senb° cos 5°.
6. a) tg4f; b) cos45°

7 a) cosb; b) tg400°

Solucion. a) 2 cos? —g. — 1, también hay otras formas;

b) 2.18200°
1—tg? 200°

9. Demostrar que cos 3z = 4 cos® z—3 cos z.

3tgA—te® A

10. Demostrar que tg 3.1 = -3 & 4

Il. Expresar cos 4 B en funcion de sen B.
Solweitm. 1—8 sen? B+8 sent B,

12. Expresar sen 5 en funcion de¢ sen f,
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Demostrar que en un triﬁngulo rectdngulo, siendo C el dngulo
recto, s¢ verifican las siguientes relaciones:

13. sen 2.l =gen 2 B,

2ab
b?_ 02 :

4. tg2 .1 =

b2 —q2

«“

15. cos2 A4 =

16. cos2 A4cos2 B =0.

17. tg B = ctg A+cos (.

3 ab?—ad

18. sen3 .1 =
c‘

19. a. Demostrar que el valor de gsen 2 ¢ es menor que el valor de
2 gen f para todos los valores de # desde 0° a 90°.
gen 20
2 sen

decrece del a

b. Demostrar que el valor de la fraccion

0 a medida que # crece de 0° a 90°.

78. Funciones trigonométricas de un dangulo en funcién
de las del d4ngulo mitad. De (73),

sen2x = 2 sen £ cos T,

; 2
Reemplacemos 22z por z y, en consecuencia, £ por 2"

Obtenemos:
(76) sen x = 2 sen—;- co:%
De (74), cos2Z = cos® T —sen? I.

x
Reemplacemos 22 por  y x por DY Resulta:

(77) conx-cos’-g--sen’-‘;-.
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2tgzx

De (75), tg2x=i:"g75.

x
Reemplacemos 22 por &, y  por 2 Esto da

wztg-‘!-

I

(78) tgx =

2.

X
—z—-

ltgz

79. Funciones trigonométricas del angulo mitad en tér-
minos del coseno del angulo. De (74a) y (74b) obtenemos

Q2gen*ax = 1—cos 2z,
2¢co82x=1+cos 27z,

Despejando sen x y cos 7, resulta

Xy l1—cos 22
sen L= % 4| > ’

‘V

\/ 1+cos 22
(30.‘§‘17=='h 3 '2 o

Qi ahora sustituimos 2z por z y, en consecuencia Z

x
por —-, resulta:

2 ’

(79) o R -%:&ﬁk\f L:“.f -,
Y
(80) cos £ == \/.t_*r;.e.-_!
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Para hallar tg -2- basta dividir (79) por (80), obteniendo

i \/ l1—cos z
tg £= i
2 f_ \j 1+cosx
2
o0 sea,
X 1—cos x
(81) Mg \/ 1+cos x

Multiplicando numerador y denominador del segundo
miembro por Vv 14cos z, resulta*

sen x
1+4cos x’

(82) g5 =

y multiplicando numerador y denominador por v/ 1—cos z,

obtenemos

.. X l1l-—cosx
(83) R senx

Como la tangente y la cotangente son funciones reciprocas,
tenemos inmediatamente, de (81),

Lo 1+cos x

(84) R 1—cos ¢

- l1—cos V1+4cos z vV 1—cos? r sen z
1+co8Z +/T+cos z 14-cos z 14-cos z°

Se toma solamente el signo positivo del radical porque 1+4cos z

3 T . ; 2
no puede ser nunca negativa y tg 2 y gen z tienen slempre Signos

iguales.
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De (82) y (83),
(85) ctg :zt- = - -.

(86) cel-g- o SE8RX.

80. Transformacién de sumas y diferencias de senos y
de cosenos en producto. Del Articulo 72,

(65) sen (z+y) = sen Z cos y+cos T sen V.
(66) sen (z—¥) = sen Z cos y—cos T sen Y.
(67) cos (z4Y) = cos T cos Y—sen T sen .
(68) cos (z—y) = cos = cos y+sen T sen y.

De estas ecuaciones, tenemos

(@) sen (z+y) +sen (z—y)=2 sen T cos Y.
Sumando (65) y (66)

(5) sen (z-+y)—sen (z—y)=2 cos z sen y.
Restando (66) de (65)

(¢) cos (x+y)+cos (x—y)=2 cos T cos y.
Sumando (67) y (68)

(d) cos (z+y)—cos (x—y)=—2 sen T sen ¥.
Restando (68) de (67)

Hagamos z+y=_A r4+y=A
y z—yY=D01 r—y=R8

Sumando, 2x=A+1D Restando, 2y=A—R
=15 (d+B). y=% (1-D).
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Ahora reemplazando los valores de z+Yy, =Y, %, ¥ €n
funcién de A4 y B, en (a) a (d) inclusive, obtenemos

(87) sen A+sen B=2 .e‘.; 14 (A+B) cos % (A—B).
, (88) sen A—sen B=2 cos % (A+B) sen }5 (A—B). ’

e RS T

(89) cos A+cos B=2 cos % (A+B) cos % (A—B).
(90) cos 'A—cos B=—2 sen % (A+B) sen %‘(A—‘B)

Una demostracion de la ley de las tangentes (Art. 44)
puede deducirse por medio de (87) v (88). La demostracion
es como sigue:

Por la ley de los senos,

a b

———— —

sen A sen B'

y por las propiedades de componer y dividir de las propor-
ciones, resulta
0 a+b _ sen A+sen B

a—b sen A—sen B’

La expresién deseada para el segundo miembro se obtiene
de (87) y (88).

Dividiendo (87) por (88), miembro a miembro, obtenemos
lo siguiente:

sen A+sen B _ 2 sen 4 (A+B) cos ¥ (4 -B)
sen A—sen B 2 cos 4 (A+B) sen }5 (A—B)

_ gen 1% (A+DB) cos Y% (4—B)
= cos % (A+B) sen % (A—B)

= tg % (4+B) ctg }% (A—D).

1
tg X (A—DB)"

Pero ctg % (A—B) =
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Por tanto,

(f) sen A+sen B _ tg 15 (A+ B)
sen A—sen B tg % (4—B)°

La formula (44) (Art. 44) se deduce de (e) y (f).

<|...
(X

Esemrro 1. Hallar sen 22'4°, sabiendo que cos 45° =

Solucién.  De (79), sen = = = /“;"“.

Y - I
Sior = 45", entunces = & 2214°, v obtenemox

1
l = —

Esemrro 2. Transformar la suma sen 7z+4sen 3z en producto.

Solueion. De (87),
sen A+scen B=2 sen 4 (A+B) cos 15 (A—B).

Si A =7z, B=3r. Entonces, A4+B=10x y 4—-B = 4z,

Sustituyendo, obtenemos
gen 7r+sen 3r = 2 sen 5z cos 2z,

PROBLEMAS

O

I. Hallar el coseno y la tangente de 2214°.
Solueion, %\/2+\/3, \/_2—1.
2. Hallar el seno, coseno y tangente de 15°, usando el coseno
de 30°.
3. 8i A termina en el tercer cuadrante y ctg A = 45 héllese
el valor de

a. sen ‘T:" Solueion. M "
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b. cos % Solucion. \/ 10 :
c. ct.g(180° 4 ) Solueibn. 3.
d. tg (270° 3 ;;-) . Soineibn. —¥%;
A v .' 82/
e. cos2.l—tg 5 Solucion. 8%25.

4. Si f termina en el cuarto cuadrante y sen ff = — 513, héllese
el valor de

a. tg-g . Usese la formula (82) o la (83).

b. o8 & .

2
c. #en (90°+ )
d. ctg (180°+-) ;
: A
e. sen 2fi4ctg 3

Considerando las siguientes como funciones de la mitad de un 4ngu-
lo, expresar cada una como una funcion del angulo:

5. a) sen7%° b) tg-:i.

Solucibn.  a) \/IL"M. b) — -
- 1+008-;—

sen L.
2

6. a) cos671%° b) ctgf

7. a) sen t; b) ctg%'j.

Solueibn. a) :\/tﬂ?_" . 9) l4-cos3 .
B sen J v
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8. a) tgl; b) cos3d,
9. Expresar sec i) en funcion de sec «.

Solveion, = 2 seca {
l-tsec a

10. Expresar sen r en funcion de tg % J

Verificar las siguientes ignaldades:

Il. sen 32°4sen 28° = cos 2°.

12. sen 50°—gen 10° = v/ 3 sen 20°.

13. cos 80°—cos 20° = —sen 50°.

14. cos 60°+4-cos 30° = v/ 2 cos 15°,

I5. sen 40°—cos 70° = v/'3 sen 10°.

16. sen (60°+«)4sen (60°—«) =/ 3 cos a.

17. cos 5x+cos 9z = 2 cos 7x cos 2z.

nm 7r— x
8. sen 7r—sen 5

= g Z.
cos 7x+4- cos 5z &

(9. Sen 33°+sen 3° tg 189,
cos 337 +-cos 3°

pp. fen.l—sen BB _ tg )6 (A—B) ctg L5 (A+B).
sen ol +-sen B3

21. sv.nA-}-senb’ ) I (413
cos o +4cos B & 72 (D).

22. cos 20° -sgen 10°—sen 50° = 0,
Demostrar que en un tridngulo rectdngulo, siendo.C el angulo recto,

son verdaderas las siguientes relaciones:

23. sen?l; c—=a . e I PRI

2¢ a+b

24. (sen..+cus_) "+°. 26. zg."_=-Lc.

tirnnville, Trigonometria, — 18.
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81. Identidades trigonométricas. Una identidad trigono-
métrica es una igualdad que contiene { unciones trigonométri-
cas y que es verdadera para todos los valores de los dngulos
para los cuales estan definidas estas funciones. Asi, las férmu-
las del Articulo 17 son identidades trigonométricas, ya que
son verdaderas para todos los valores de A para los cuales
estin definidas las funciones; también las formulas (87) a (90)
del Articulo 80 son identidades, ya que son verdaderas para
todos los valores de A y B.

Consideraremos dos métodos de demostracion de identida-

des dadas.

1. Podemos reducir un miembro a la forma del otro miems-
bro, usando identidades conocidas. En general, el miembro
mis complicado es reducido a la forma del miembro m:is sen-
cillo,

2 Podemos reducir ambos miembros, usando identidades
conocidas, a la misma expresion, Entonces, como los dos
miembros son idénticos a una misma expresion, son idénticos
entre si,

No puede darse ningun método general a seguir en todos
los casos. Ks esencial un conocimiento completo de las
relaciones fundamentales (Art. 17) porque estas relaciones
sugieren frecuentemente las reducciones que deben hacerse.
Ion las identidades que contienen funciones de angulos multi-
ples, dngulos fraccionarios o de sumas y diferencias de dangu-
los es, por regla genceral, aconsejable expresar dichas funcio-
nes como funciones de los :ingulos sencillos. Si, después de
haber hecho esto, no aparece ningin procedimiento factible,
usualimente es ventajoso cambiar todas las funciones a senos y
cOSeNnons.,

Veamos ahora algunos ejetnplos de los dos métodos que
acabamos de exponer.
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Esewrro 1. Demostrar que

14t 2x tg = = sec 2z
es una identidad.

Solucion.  Primer método,
2tz

14-tgp 22 tpz= 142K T por (75), Art. 76
l1—tg?x

o s ]
1—tg2?z

sen? z
cos? r
] Sen®z

cus? r

¥

por (16), Art. 17

cos? r4sen? z
—4
cos? z—gen? z

e L por(18), Art. 17
cos? r—sen? r
el por (74), Art. 76
cos 2z
= so¢ 2z, Por (23), Art. 17
Sequndo método,
T4t 2z tye x sec 2r
2 te? 2 I
= +A]—u_r2 & cos 2r
14tp? z 124 1
T —tgt x Cos? r—sen? 4
. Sentz
U eos?
-
1 sen? r
- cos?

cos® r4sen? r
cos? r—=en? r
1
cos? r—sen? r

==

Luego, 1'+1g 2r (g x=sec 22 €5 una identidad.
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Fuemrro 2. Demostrar que

gen (z+y) _ g2+ Y o yna identidad.
gen (T— y) tgx—tgy

Solucibn. Segqundo método,

sen (z4+v) txzttz y

gen (—Y) tgz—tg Y
_ senZ co8 y+cosz seny sen x , seny
sen Z COBY—COB T sen _/ = cos T cos vy

sen r seny
CoOR r CO8Y

sen r cos Y+cos T sen Y
SN T COSY—COS I seny

sen (z+y) _ tZHY oo una identidad
sen (r—y) WT—tery :

Luego,

PROBLEMAS

Demostrar que las siguientes igualdades son identidades:
I.* tg T sen T+4-Co8 T=seC Z.

2. ctg z—sec T csc T (1—2 sen? ) =tgz

3. (tgz+ctgx) senz cosz = 1.

4 _seny _1~—cos ¥
1+C(Jb J sen y

5. _l_-.—_s_eB_A. = sec .1 —tg .I.
14sen A

6. tzr senT coSTHseN T COST Clg T = 1.

7. cte? z = cos? z+(ctz T cos x)2.
8. (sec y+csey) (1—ctgy) = (sec y—csey) (1+ctgy).
9. sen?z tgz4cos?z ctg z+2 senz cosz = Ly z24-cty 2.

10. sen3 z4cosd z = (ven r+cos z) (1—sen z cos z)e



.
2.
13.
4.

I5.

17.

21.

23.

24.

32.
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sen® z+cos® z = sen* z4-cos* r - sen? r cos? z.

sen B tg? B+csc B sec? B = 2 tg B sec B4-cec B—-sen B,

cos (z+y) cos (£—y) = cos? z—sen?y.

sen (A+B) sen (A —B) = cos? B—cos? A.

cos (z—y) _I4tez tg y
cos (z+y) l—tgztgy

tg A—tg B = %en (A—1)
co~ A cos BB

ctg z4ctg y = Sen (z+y)
sen z sen y

sen z cos (y+z)—sen y cos (r+2z) = sen (r—y) cos z.

tg (”"“P)"l‘tﬂi = tg 0.
1-tg(f—e) tg o

sen (z+y—z)+sen (z+z2—y)+sen (y+2z—z)
=sen (r+y+z)+44 sen z sen Yy sen z.

cos z sen (y—z)+4-cos ¥ sen(z—z)+cos z sen (z—y) =0.

Co8 5 @ cos 4 a4-sen 5 « sen 4 a = cos a.

sen (z2+475°) cos (z—75°) - cos (z+475°) sen (z—75°) = 4.

cos (2zx+y) cos (z42y)+sen (2r4y) sen (z+2y)
= CO8 Z COS y-+sen z sen y.

ctg (45°—y) _142seny cosy
ctg (45°+y) 1—2¢eeny cosy

tg (45°+-7)—tg (45°—2) = 2 tg 2z.

tg (45°+4C)+tg (45°—C) = 2 sec 2.

2tg z

s S il o B,
sen BT

tg Ptcetg P=2 csc 2 /.

(sen z4+cosz)?2 = 1 +sen 2r.

3l.

Cos 2r =cos* r—sent r.



278 TRIGONOMETRIA

2
33. sec2r = PR 34. 2 csc 2x = sec & C8C &,
ese? 22
D 2 -
35. ctgy—tyy =2 ctg2y. 9. Oy o &
sec? r
gy, 1isen 3z (tgx-}-l)?_ 30t e o0 2z
1—sen 2z tgr—1 I4cos 2z
8 digre= S,
] —cn8 22
40 ctg A—1 _ /l:senQA
ctg A+ 1 +sen 24
TR T LM
cos 24
42 cos? r+send z - 2—sen 2z
Ccos r4senrx 2 v
43. sen 3r—sen r _ te z. 44. sen 3r—sen T _ ctg 27.
cos 3z+4Ccous z cos T—Ccous 3z

45. sen 3z = 4 sen z sen (60°+z) sen (60" —z).

sen 4
i, 22
=en 2r

= 2 cos 2z.

47 sen A4sen 2.1
14cos A+cos 2.1

=ty A.

cos .1 —sen A

48. sec24A—-tg 2.1 =
cos .| +sen A=

2
49. (sen 7‘;- — Cus i:_) =] — sen z.

-~

sen =
2

wo Ctg% T e—
l-—CUS -:r;-

51. sen (30°4-r) sen (30°—1x) = 4 (cos 22—2 sen? ).

ctg (W04 A)
cos 24 -1

52. = ¢sc 2.1,
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ctg? z(1—cos 2z)+2sen? z = 2,
1—4 sen* z—2 sen? z cos 2r = cos 2r.

53

54

55. cos3a—cos7a =2 gen 5 a sen 2 a,
56

sen 5z —sen 2z iz
- c e Y
CO8 2T —CO8 5z ® 2

57. (sen .;i + cos .:_)2= 14-sen z.

w, H_;wc_y=2cosz_¥..
sec y 2

59, fen A +sen B.. —ectg %.(A— B).
cos A—cos B

l+t.g1
60 cos fi _ 2
" 1—sen 0 @
1 —tg —
£3
z z
61. ctg§-+t.g7=2cecz.
s
62. ——2-=cosz.
l+tg3—;-

63. 1+tgz tg-;- = sec Z.

64. tg..;.’- + 2 een?-;-. ctg r = sen =.

65, lfctg? s m .

67. sen fi4-gen 2f4-sen 3f = gen 2/ (142 cos f),
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68. cos fi4-cos 2 ti4cos3 f = cos 26 (142 cos ).

63. Expresar sen z-+cosy como un producto.

Solucitn. 2 sen (45° 3 ?_’2:1’ o6 (45° 2 E:é:l’) :

70. Expresar sen Z—Cos I como un producto.

71. Demostrar que el valor de tg2 # (14cos 2 ) + 2 cos? t es el
misimo para todos los valores de .

72. Investigar como varfa tg .g. + 2 sen? ; ctg # cuando ¥ crece de

0° a 90°.

Sugestion. Véase el problema 64.

73. Investigar la variacion de cos?® —g- (tg -ﬂo— -])2 cuando fi crece
de 0° a 90°.

3 &L f f

74. Investigar la variacion de ctg 3 + tg Y cuando # crece de
0° a 90°.

Demostrar que si A, By ¢ son los édngulos de un tridngulo, se
verifican las siguientes relaciones. Notese que O = 180°—(A+B).

75. sen .1-+sen B-sen C =4 cos .;. CO8 .g. CO8 % :

76. tg A+4tg B4tg C=1g 4 tg B tg C.
77. sen 2.1 -4sen 2B+sen 2(C = 4 sen .1 sen I sen G

78. cos A +cos B +cos C = 4 sen -% senl.;- sen-g—-i»l.

79. Transformar sen* A en 14 cos 4 A—)3 cos 2 A4+3%%.

80. Transformar cos*.1 en 14 cos 4 A+}a cos 2 A+ 3.

82. Ecuaciones trigonométricas. La igualdad

3 cos® 1:+\/_§ genz+1=0

es un cjemplo de una ecuacién trigonométrica. No es una
identidad, es deeir, no es verdadera para todos los valores
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de z. Por ejemplo, no es verdadera cuando z = 0°. En
efecto, como sen 0° = 0, cos 0°= 1, vemos que el primer
miembro cuando z = 0° eg igual a 4 y no es igual a cero.
Luego, una ecuacién trigonométrica difiere de una identidad
€n que no es verdadera para todos los valores del angulo
desconocido de que se trata.

Resolver una ecuacién trigonométrica es encontrar los
valores del dngulo desconocido que satisfacen a la ecua-
cion dada.

No hay ningiin método general para resolver ecuaciones
trigonométricas, que se pueda seguir en todos los casos,
pero se vera que son ttiles las sugestiones del siguiente
articulo,

83. Sugestiones para resolver una ecuacién trigonomé-
trica.

Primer paso. Exprésense todas las funciones trigonomé-
tricas que entran en la ecuacion, en términos de funciones
de un mismo dngulo, aprovechando las identidades cono-
cidas. Asi, si 2z y z aparecen en la ecuacién, exprésense
las funciones de 2 z en términocs de las funciones de z.

Segundo paso. Exprésense todas las funciones en térmi-
nos de la misma funcidn.

Tercer paso. Resuélyase algebraicamente (factorizando o
de cualquier otra forma) considerando como inecognita la
inica funcién que entra ahora en la ecuacion.

Frecuentemente se introducen raices extrafas elevando
al cuadrado ambos miembros de la ecuacion, o al quitar
denominadores. Los -valores del angulo obtenidos en tales
casos, que no satisfacen a la ecuacion dada, deben ser des-
echados. También debe cuidarse de que no se pierda ningu-
na raiz al extraer raiz cuadrada a ambos miembros de la
ecuacion, o al dividir ambos miembros por un factor.
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Esemrro 1. Resolver la ecuacion
cos 2z csc z4csc zHCtg T = 0.
Solneibn. Como cos 2z = cos? z—sen? z, obtenemos

Primer paso. (cos? r—sen? r) csc z+csc ztctg z = 0.

Sequndo paso. Como c8C T = ,y ctigr = °°._;'L3, sustituyendo
nz sen z
resulta
cos? r—een? 1 CO8 T .
ey oD | }-
sen r sen z Eenzx
y, por tanto,

cos? z—sen? z+1+cos z = 0.
Como sen? r = 1-cos? Z, gustituyendo tenemos
cos? r—1+4cos? z+14-cos z = 0,

0 seA, 9 cos? z4cos x = 0.

Tercer paso. cos 7 (2 cos z+1) = 0.
Igualando a cero cada factor, obtenemos

(1) cosz =0,

y
(2) cos z+1%4 =0, o sea, COBZT = -14.

Los valores de z comprendidos entre 0° y 360° que satisfacen a la
ecuacion son, por lo tanto,
de (1), 90° y 270°; Art. 20
de (2), 120° y 240°.

Convirtiendo estos valores en radianes y ordenéndolos en orden
creciente de magnitud, hallamoe las soluciones

(3) -%-, g:_;.r, %’t, 121 radianes.

A cada uno de estos valores de (3) puede suméreele o restérsele
cualquier miltiplo de 27, y de esta manera se obtienen todus las solu-
ciones.
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EJevpro 2. Resolver la ecuacién
2 sen? 24/ 3 cos z+1 = 0.
Solucibn. Como sen? z = 1 —cos? z, obtenemos
2—-2 cor? 2413 cos 241 = 0,
0 sea, 2 cos?2—v/3 cosz—3 = 0,

Esta es una ecuacién de segundo grado en cos z. Resolviéndola,
obtenemos

cosz=v3 ¢ —

“3

Ningin valor de z satisface la igualdad cos z = /3, ya que el va-
lor del coseno no puede exceder a 1.

De cos z = —?, hallamos z = 150° =5_6"_', r=—150° = —-'5%.

Por tanto, todos los valores de z en radianes que satisfacen la ecua-

S

cion estén dados por la férmula z = 2n 7w + < o donde n es un

entero cualquiera, positivo o negativo.

Esempro 3. Resolver la ecuacién 5 cos z = 4 sen z-+4 para todos
los valores de z desde 0° a 360°.

Solueibn. Para evitar que aparezean radicales al expresar todas las
las funciones en términos de una misma funcion, elevamos al cuadrado
ambos miembros, y obtenemos

25 cos? z = 16 sen? z+32 sen z+416.
Usando la identidad cos? z = | —gen? z, obtenemos

25 (1 —sen? z) = 16 sen? z432 sen z416,
0 sea,

(1) 41 sen? z432 sen z—9 = 0.

Resolviendo esta ecuacion cuadrética tomando como inchgnita sen z,

obtenemos ‘
senz =%, =0,2195 y —1.

Los valores correspondientes de r comprendidos entre 0° y 360° son
z =12° 4V, 167° 19’ y 270°,
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Kstos valores de z son las soluciones de la ecuacion (1); pero como
elevamos al cuadrado ambos miembros de la ecuacion dada, podemos
haber introducido soluciones extrafias. Kn este caso, observemos que
cos 167° 19/ es negativo y sen 167° 19’ es positivo; luego para este
fingulo el primer miembro de la ecuacion dada es negativo y el segundo
miembro es pogitivo. Por tanto, la ecuacion dada no se satisface y
167° 19’ debe ser desechado. Por sustitucion se encuentra que los dos
dngulos restantes si satisfacen a la ecuaciéon dada. Las soluciones son

r=12°41 y 270°

PROBLEMAS

Resolver las siguientes ecuaciones para valores de T comprendidos
entre 0° y 360°:
I. sen?zx = !4 Solueibn. 30°, 156°, 210°, 330°.
2. csc?z=2.

3. tg2xr—-3=0. Solueitn. 60°, 120°, 240°, 300°.

4. sec?z—4=0.

5. tg2z=1. Solueibn. 22%°, 11214°, 202)4°, 20214°.
6. 2cos2z+ V 3 =0.
7. sen? 2z = 1. Solueion. 45°, 135°, 225°, 315°.

8. 4 cos?2z—1=0.
9. cte? :—';‘- = 3. Solueibn.  60°, 300°.

10. sec®-- =2,

Hallar, en radianes, todos los éngulos comprendidos entre 0 y 27
que satisfacen a las siguientes ecunciones:

1. (tg z+1) (\/‘5 ctg;r\-l) = 0.

Solucion. o , i ks = ;
3 4 3 4

12. (2 cos z+41) (senz--1) = 0.
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13. (4 cos? #—3) (csc H+42) = 0.

Solvweion. % y —
14. 2 ctg i sen i 4-ctg b = 0.

15. tg2 z—(14+/3) tg 243 = 0.

Solucion, Z, I ﬂ, A%
3 4 3

55

16. 2sen?z4(2—4/3) senz—1/3 = 0.

Resolver las siguientes ecuaciones para valores del ingulo compren-
didos entre 0° y 360°:

17. 2 sen? z+3 cosz = 0. Solucion. 120°, 240°.

I18. cos? a—sen? a = 13,

19. 24/ 3 cos? a = gen a, Solucion, 60°, 120°,

20. sen?y—2cosy+Y =0.

2l. 4 sec?y—T7tg2y=3. Solucion,  30°, 150°, 210°, 330°.
22, tg B+ctg B =2.

23. sen x+4cosz =0, Solucion. 135°, 315°,

24. senz4cosz = 1.

25. 2 tg?2z43 secz = 0. Solucibn. 120°, 240°,

26. cos?z+42 senz +2 = 0.

27. ctg? #—3 cec 43 = 0. Solucibn.  30°, 99°, 150°,
28. tg?z+ctg2z—2=0.

29. cscz ctgz =24/ 3. Solucién. 30°, 330°,

30. senz cosz+)4 = 0.

3l. cos2z4cosx = —1, Solueibn.  90°, 120°, 240°, 270°.

32. 2 sen y = sen 2y.

33. cos 2z = cos 7. Solueibn.  0°, 120°, 240°, 360°.

34. cor2x = cos? 7z,
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39.

w'

41.
42.
43.
44.
45.

47.
43.

49.
50.

51.
52.

53.

55.

TRIGONOMETRIA

tg (z+145°) =1+sen 2z, Solucitn. 0%, 135°, 180°, 315°, 360°

sen (60° —z)—sen (60°+4-7) = ‘/3
sen (30°4-r)—cos (60°+2) = 1’2_:’ .

Solueitn, 210°, 330°.
b (45° —x) ety (45°—1) = 4.

gen a sen -12i = 1—co8 Z. Solueibn. 0°, 360°.

sen -% 4+ cosz = 1.

csc y+ctgy = Vv 3. Solucitn., 60°.

3 (sec? «+-ctg? a) =

senz =3 Cos T, Solucion, T1° 34', 251° 34,
2 cos T = co8 21,

tgz = tyr 271 Solucion. 92, 180°, 360°.

3 cos? z+5 senz—1 =0,

3 sen z tg z—5 sec z+7 = 0. Solucibn. 70° 32/, 289° 28'.
csc? z(14-sen z ctg x) = 2.

tg z+sec? z—3 = 0. Solueibn.  45°, 116° 34, 225°, 206° 34"

sen T4cos 2z = 4 sen? z—1.

gen (2zr—180°) = cos T, Solucibn. 90°, 210°, 270°, 330°.

sec (z4120°)+sec (z—120°) = 2 cos Z.

cos? z+2 sen z = 0. Solucitn, 204° 28/, 335° 32,

we2z—4tgr =0

gen® 2r—sen 2z—2 = 0. Solycion,  135°, 315°.
y2 ol y W ie O
tL -:’- t’.. -:-’- - 0.
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57. 4 sen z+3 cosz = 3, Solucion. 0°, 106° 16/, 360°.

5 senz = 4 cos r+44.

59. sen z+sen 2z+4-sen 3z = 0.
Solucién.  0°, 90°, 120°, 180°, 240°, 270°, 360°.

60. tgzttg2z4tg 3z = 0.

61. sen 4r—cos 3z = sen 2z.
Solucion,  30°, 90°, 1507, 210°, 270°, 330°.

62. sen 3z—sen z = sen 5z.

63. ;Cudles son los d4ngulos agudos de un tridngulo rectdngulo si la
diferencia de los cuadrados de los catetos es igual al doble de su pro-
ducto? Solucibn, 2214°, 6714°,

64. ;Qué dngulos comprendidos entre 90° y 270° satisfacen la

ecuacion
cos (24-60°) cos (z—60°) = —14?

84. Foérmula general para un angulo cuya funcién se
conoce. Algunas veces es deseable escribir una expresion
que comprenda a todos los dngulos para los cuales una fun-
cion tiene un valor dado. En seguida deduciremos tales
expresiones. Es conveniente usar medidas circulares para
los dngulos.

Observemos primero lo siguiente deducido del Articulo 10,

Como todos los dngulos que tienen los mismos lados inicial
y final tienen las mismas funciones trigonométricas, se con-
cluye que se puede sumar o restar 2= a cualquier dngulo
tantas veces como se quiera sin que cambie el valor de nin-
guna de las funciones. Por tanto, cada funcién del angulo 4
es igual a la misma funcién del ingulo

2mr+ A,

en donde m es cero o un entero cualquiera positivo o ne-
gativo,
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Empezaremos por deducir una expresion para todos los
ingulos que tienen el mismo seno. Estos dngulos tendran
también la misma cosecante, ya que el seno y la cosecante
son funciones reciprocas. Cuando el valor dado del seno es
positivo, los dngulos estardn comprendidos en el primero o
o en el segundo cuadrante. Cuando el valor del seno es nega-
tivo los #ngulos estardn en el tercero o en el cuarto cuadrante.

Si z es un angulo cualquiera, tenemos

cen (r—2zx) = sen Z. Arts. 25 y 19

Por tanto, losdngulos 2y 7*—2 tienen senos iguaies. Si el
dngulo x estd en el primer cuadrante, el dngulo *—2 estard
en el segundo cuadrante. Si el angulo = esti en el tercer
cuadrante, el angulo =—2 estari en el cuarto cuadrante.
Sumando 2m= a cada uno de estos angulos, obtenemos

(1) 2mr+2x
v
(2) (2m—+1) r—x.

La férmula (1) da todos los dngulos que tienen el mismo

lado final que .
La féormula (2) da todos los ingulos que tienen el mismo

lado final que ©—x.
Kstas dos férmulas pueden combinaree en una sola

(3) nr4(--1)" x,

en donde n es un entero, positivo o negativo., En efecto,
si n=2m (un nimero par), (3) es la misma que (1). Si
n=2m+1 (un numero impar), (3) es la férmula (2).

De las relaciones

tg (+z) = tg T, Arts. 26 ¥ 75
cos (2= —1x) = cos Z; Arte, 27y 75
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deducimos, por razonamientos semejantes, expresiones para
todos los dngulos que tienen la misma tangente (o cotangeute),
y para todos los dngulos que tienen el mismo coseno (o secan-
te). Las férmulas generales son las siguientes:

Para todos los angulos que tienen el mismo seno (o cosecante.),

(4) nx+(—1)"x,

Para todos los angulos que tienen la misma tangente (o cotan-
gente ),
(5) nr+4x,

Para todos los angulos que tienen el mismo coseno (0 secante ),

(6) 2 nmx,

En (4), (5) y (6), n es un entero cualquiera, positivo o ne-
gativo.

Cuando se desean obtener férmulas que incluyan todas las
soluciones de una ecuacién trigonométrica, se pueden usar
(4) a (6). (Compdrese el ejemplo 2 del Articulo 83.)

Esemero 1. Hallar los cuatro éngulos positivos més pequeiios cuya
cosecante sea igual a 2.

Solucion.  El menor dngulo positivo cuya cosecante es 2 es 30° o

seu, % . Sustituyamos en (4) z = % . Se obtiene:

i _]II_’:.
Nt (=) 5

Cuando » = 0, obtenemos % = 30",
Cuando » = 1, obtenemos 7 — % = 150°.
Cnando n = 2, obtenemos 2r+% = 390°,
Conando »n = 3, obtenemos 37— -Z- = 510°,

Himnville, Trigonometrin. — 19,
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1
Eiemrro 2. Dado cos A=—-\7:0., obtener la formula general

para 4. Calcular también los cinco valores positivos més peque-
fos de 4.

Solucion. El menor dngulo positivo cuyo coseno = ——= €8 135°,
0 sea, %f . Sien (6) hacemos r = %I , obtenemos:
Jl = 2""‘- = — 3”'
37 -
Cuando n = 0, A= = = 135°,
Cuando =1, .d=2r= ‘.”:1.’.’ = 225° y 495°.
Cuando n = 2, d=4m= 14: = 585° y 8355°%
PROBLEMAS

I. Sisen 4 =14, obtener la férmula general para 4. Hallar tam-
»ién los cuatro valores positivos més pequeiios de A.

T |

Solueion, nm 4 (—1)" -—6-; 30°, 150°, 390°, 510°. |

2. Dado cos A = \-é-_é obtener la férmula general para A. Ha-

llar también todos los valores de A numdéricamente menores que 2,

3. Dada tg A =1, hallar la formula general para A. Hallar tam-
bién los valores de A numéricamente menores que 4.

NE i o ; T 3x 5m 77 9
Solveion,  n = &% p e , —— s S :
_ 1= 13 = 157
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4. Dado sen2z = —;. , demostrar que z = " 4 (—)n .-_:

II\D

5. Dado cos3z = -% , demostrar que z = ?-9— ‘

3

Dar las formulas generales para los éngulos que satisfacen a las
siguientes ecuaciones:

6. sen 4 = =1,
7. ctgz==+/3. Solucibn. z = nm = % o
8. cosy ==Y,

9. tgB= =1, Solucion, B = nr = %

10. csc = =4/ 2,

2 ; 11
. secdﬂt-ﬁ. Solucibn. A =nr = 6"

12. cscz = 2.

I13. Hallar la formula general de los dngulos = que satisfacen las

1
condiciones sen z = — S 7 tgz=—=

\/3

Solucion. “Como sen z es negativo y tg z es positivo, z debe estar
en el tercer cuadrante. El dngulo positivo més pequefio que satisfuce

la condicién sen z = — —‘1;- es 210° o sea, 76-—", y este dngulo tam-

-~

1
bitn satisface la condicion tg z = \/—3.
ks
Por tanto, T =2nr-4 5"

14, Hallar la formula general de los dngulus £ que satisfacen las

V2

eondiciones cos z = 5= ctg z = —1.
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85. Funciones trigonométricas inversas. El valor de una
funcién trigonométrica de un dngulo depende del valor del
angulo, y, reciprocamente, el valor de un dngulo depende
del valor de la funcién. Si se da un dngulo, se puede hallar
el seno de ese angulo; si se da un seno, se puede expresar el
dngulo a que corresponde (Art. 84). Frecuentemente es con-
veniente representar un éngulo por el valor de una de sus
funciones. Asf, en vez de decir que un dangulo es de 30°,
podemos decir (lo que equivale a ]a misma cosa) que es el
dngulo positivo mas pequefio cuyo seno es Y. Ks decir, pode-
mos hablar del “dngulo cuyo seno es ¥, “dngulo cuya tan-
gente es ¥, etc. Estas expresiones son reemplazadas por

arc sen y, arec tgy, etec.,

y se llaman funciones trigonomélricas inversas.
Las igualdades

(1) y=gen r, y=tg T, Yy=cos z, etc.,
pueden escribirse también
(2) r=arc sen Yy, r=arc tg ¥, r=arc cosy, etc.

Los segundos miembros en (2) se leen “‘arco seno y',
“arco tangente ¥'', “‘arco coseno ¥, etc. En (2), = es una
funcién trigonométrica inversa de ¥. En (1), a un valor
dado de z corresponderi uno y solamente un valor de Y.
Pero en (2), a un valor dado de ¥ corresponderd un nimero
infinito de valores diferentes de z, como se demostro en el
Articulo 84, Por tanto:

Las funciones trigonométricas directas son uniformes, y las
funciones trigonométricas inversas son multiformes,

Definicién. Se llama valor principal de una funcion trigo-
aométrica inversa a sw valor numérico mas pequeno, dandose
preferencia al valor positivo para el arco coseno y el arco secante.
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Veamos algunos ejemplos:

arc sen Y4, valor principal, 30°;
arc tg (—1), valor principal, —45°;
arc cos (—1%), valor principal, 120°,

Todos los valores posibles de una funcién trigonométrica
inversa pueden expresarse. usando el valor principal y las
férmulas (4) a (6) gdel Articulo 84. Asi, para

arc sen Z, los valores estan dados por z=n7+(—1)" z,
arc tg z, todos los valores estin dados por z=nx+4 2y,

arc sec x, todos los valores estin dados por =2 nr=x,,

siendo en cada easo Zo el valor principal.
Como el seno y el coseno de un dngulo no pueden Ber.
menores que —1 ni mayores que +1, se concluye que las

expresiones
arc gen @y Aarc cos a

no tienen significado si a no estd comprendido entre —1
y +1 inclusive. Andlogamente, es evidente que ‘las expre-

slones
arc sec @4 'y Aarc csc a

no tienen significado para valores de a comprendidos entre
=1y +1.
Las igualdades (2) se eseriben a veces
(3) rz=sen 'y, r=tg~'y, r=cos" 'Y, o también
r=ang sen y, r=ang tgy, r=ang cos v.
X1 —1 no es un exponente sino una parte del simbolo. En

el ejemplo 3, y en algunos de los problemas que siguen, se
usa esta notacion,
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Ahora vamos a ver cémo demosira las identidades que
contienen funciones trigonométricas inversas para los valores
principales de los angulos.

Eygmrro 1. Demostrar la identidad

m-n

(a) arc tg m+arc tg n = arc tg 5
1 —mn

Demostracion, Sean
(b) l=arctgm y B=arctgn.
(c)  Entonces, tgA=m y tgB=n.

Sustituyendo los valores (b) en el primer miembro de (a), obte-
nemos

A4 B = are tg 2L,

1—mn
0, lo que es lo mismo,
(a) G T R

1—mn

Pero, del Artfeulo 75,
tg A+tg B
ty (A+DB) = .

. k Gl 1] —tgd tg B

Sustituyendo los valores de (c) en el segundo miembro de (e), ob-
tenemos

(f) te (A+DB) = m+tn

1—mn
Como (d) y (f) son idénticas, hemos demostrado que (a) es verda-
dera.
EijeMrro 2. Demostrar que

(a) arc sen %--arc cos '3j7 = arc sen 743,

Deinostracion.  Sean
(b) A =arceend y I =arccos 18{7.
(c) Entonces, gen A =% y cosB= 1547
(d) También, ccsd=% y senB= 847 Art. 15
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Sustituyendo los valores de (b) en el primer miembro de (a), ob-

tenemos
A+B = arc sen 77,

o, lo que es lo mismo,
(e} sen (A+B) = 774
Pero, segin el Articulo 73,

(f) sen (A+B) =sen A cos B+4cos .4 sen B,

Sustituyendo los valores dados en (¢) y (d) en el segundo miembro
de (f), obtenemos

(®) sen (A+B) = 3 - 137 + 4 - Y7 = Y.

Como (e) y (g) son idénticas, hemos demostrado que (a) es ver-
dadera.

El siguiente ejemplo muestra la manera de resolver ecua-
ciones que contienen funciones trigonométricas inversas. -

EsemprLo 3. Resolver la signiente ecuacién:
™
tg—! 2z4tg—13z = ri

Solueibn.  Tomando la tangente de ambos miembros de la ecuacion,
resulta:

tg (! 2z 4te—132) = te 2,
y, segiin el Articulo 75,

tg (tg—' 22) 4ty (tg—! 3x) _ 1
I—tg (tg=122) tg (tg—1 3z)

2z43z - ]
1-2z - 3¢ ;

Quitando denominadores y degpejando z, obtenemos
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El valor z = } satisface la ecuacion para los valores principales de
tg—12z y tg—! 3z. El valor z=—1 satisface la ecuacién para los

valores
tg—! (=2) = 116,57°,

tg—1 (-3) = —71,57°

PROBLEMAS

Escribir (en radianes) férmulas generales para los valores de las
siguientes funciones:

1 T
l. arcsen ——. Solucitn. mr+(—l)”-z.

3
2. i .
arc sen ( 2 )

3. arc cos 2 Solucion. 2nrr=t=%. 4. cos—'(—-;-).

= B3

5. Solucibn. n1r+%. 6. arctg (=+3).

ctg —F5=.

g s
1

7. ctg—!(=1). Soluciom. nrx 2., 8. arcctg (._--)
g~ (=1) 1 75

Demostrar las siguientes igualdades:

—b
- ra— t b = C —"a .
9. arc tg'a—arctg arc tg o
10. 2tg-! a =sen"! LA
1+a?

1. 2arc sen a = arc cos (1—2a?).
12 t se -
. 4arc (. = arc n=""F7e————.
= vV 1+a?

13, gt Byt T
M 8 m-4n

T™
=2 e .
4



14.
I5.

16.

17.

20.
21.
22.
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arc cos #5+arc tg 3§ = are tg 2%,.
2tg—! 33 =tg—1 13,
2a

2 arctga = arc tg ;
l—a?

arc sen a =arcc05\/l—a2.

1 t 1 P
Sen— a= = —_—;.
& 1—q?
arc t .
rc tg a = arc cos :/_
1+4a?

sen—! J5+sen—1 §{; = gen—1! 7%;,
arc cos J5+arc cos 13{3 = arc cos 3%s.

arc tg J9+arc tg Y3 = arc tg 2%

Resolver las siguientes ecuaciones:

23.

24.

25.

tg=! z4+tg—! (1—z) = tg—1 (44). Solucitn.

arc tg 242 arc ctg z = 23: .

tk—l;.:! + tR—l f___H == .T;r. R ‘S”l"('ién. 2 g i;\/ ]0

+2 z+2
2.1 2z 27
B - l% ....... y—1 R
I TY mone

are tg z+1 + arc tg =] are tg (=7).
z—1 z

z =14,

—_———
.

2

Solueibn., z = 2.

el D)+t (1) = tg 1 %,.

m .
sen ! z-bsen—! 2z = T Solucion, z = 4 N_*1

| 4 v
0 12 m

arce s¢n — +4 are sen = = |
z z 2

V21
14

’

=k:

297

-1-
2 -
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Hallar los valores de las signientes funciones:

31. sen (tg—! %12). Soluciom. =3]s.
32. ctg (2 arc sen 35).
1
33. sen (tg—! Ji+tg—' }3). Solweibn, = \—/?—2 .
34. cos (2 arc cos a).
35. tg(2tg—! a) Solueibn. —= “2
7 2

36. cos (2 arc tg a).



CAPITULO VII
ANGULOS AGUDOS PROXIMOS A 0° 0 A 90°

86. Vamos a demostrar el siguiente teorema:

Teorema. Cuando el dngulo x tiende a cern, cada una de las

sen X tg x ; : . -
razones — —, ] , tiene por limite la unidad, siendo x la
X

medida circular del angulo.

Demostracion. Sea O el centro de un eireulo cuvo radio
es la unidad. Sea el arco AP=1z, y el arco 4/ =z en
valor numérico. Tracese PP/, y sean PT y P'T las tan-
gentes trazadas al circulo en P y P’. Por Geometria,

(4) L PO PP < PTDY,

Fig. 113

Pero PQP'=PQ+QP’'=2 sen z en valor numérico,
PAP'=PA+AP’=2x en valor numeérico,

y PP =P1I'+TI"=2 tg £ en valor numérico.
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Sustituyendo en (4),
2 sen r < 2z <tg .

Dividiendo por 2, tenemos
(B) sen x< x <tg x,

lo que demuestra que:

Si x es la medida circular de un angulo agudo, éste estara siem-
pre enlre sen X y tg X, siendo mayor que sen X y menor que tg X.

Dividiendo (B) por sen z, obtenemos

x < 1

1< .
sen T  COS T

O también, usando los valores reciprocos,

sen T

1> > cos I.

sen ¥

x
estd comprendido entre la constante 1 y el valor limite de
cos z, que es también 1, ya que cos 0 = 1.

Por tanto, la razén de sen Z a = tiene por limite la unidad
cuando z tiende a cero.

Anidlogamente, si dividimos (B) por tg , obtenemos

Si hacemos tender z a cero, vemos que el valor de

cos * < A= i,
tg x
Como en el caso anterior, si z tiende a cero, la razén de
tg  a z tiene por limite la unidad.
Los limites que figuran en el teorema que acabamos de
demostrar son de gran importancia en las matem:ticas puras
y aplicadas. Estos resultados pueden enunciarse cono sigue:

Si x es la medida circwdar de un angulo muy pequeio, pode=
mos sustituir en calculos aproximados sen x y g X por X.

— i e i o
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87. Funciones de dngulos agudos positivos proximos a
0” y 90°. IHasta aqui hemos supuesto que las diferencias
en las funciones trigonométricas son proporcionales a las di-
ferencias en los dngulos correspondientes. Aunque esta pro-
porcionalidad no es estrictamente verdadera, es, en general,
suficientemente exacta para la mayoria de los fines practicos,
a menos que los dngulos sean muy cercanos a 0° 6 a 90°.
lin el uso de los logaritmos hemos supuesto también que las
diferencias en los logaritmos de las funciones trigonométricas
son proporcionales a las diferencias en los dngulos correspon-
dientes, Esto dard resultados suficientemente aproximados
para la mayoria de los casos si usamos las tablas IT o IT1I del
final del libro y nos limitamos a operar con dgngulos compren-
didos entre 18’ y 89° 42/, inclusive. Pero si tenemos un
angulo comprendido entre 0° y 18 o un dngulo compren-
dido entre 89° 42’ y 90°, y buscamos resultadés exactos, es
evidente que el método ordinario no servira. Por ejemplo, la
diferencia tabular (tabla I1) entre el logaritmo seno, tangen-
te o cotangente de 8 y el logaritmo de las funciones corres-
pondientes de 9’ es 512, mientras que entre 9’ y 10’ es 457.
Si interpolamos aqui por el método ordinario es evidente que
nuestros resultados seran inexactos.

Para obtener resultados mds aproximados podemos usar
el principio establecido en el articulo anterior, a saber:

Podemos reemplazar en nuestros cdlculos sen x y tg x por x
cuando X es un angulo muy pequeiio y estd expresado en medida
circular,

Por ejemplo, de la tabla IV que da las funciones naturales
de los angulos, tenemos
sen 2° 12/ = 0,0384,
tg 2° 12/ = 0,0384.
También, 2° 12 (= 2,2°) = 0,0384 radianes



